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DISQUISrriONES GENERALES 

C I R C A 

SUPERFICIES CURVAS 

« 

A U C T R E 

CAROLO FRIDERICO GAUSS. 

fiOCIETATI REGIAE OBLATAE D. 8« OCTOB. 1827. 



1. 

J_Jisquisitiones , in quibus de directionibus variarum rectarum in 
spatio agitu^, plerumque ad maius perspicuitatis et simplicitatis fa« 
stigium euehuntur) in auxiltum vocando superliciem sphaericam 
radio = 1 circa centrum arbitrarium descriptam » cuius singula 
punota repraesentare censebuntur directiones rectariim radiis ad 
illa terminatis parallelarum. Dum situs omnium punctorum in spa-* 
tio per tres coordinatas determinatur , puta per distantias a tribus 
planis fixis inter se normalibus, ante omnia consid^erandae veniunt 
directiones axium his planis normalium: puncta superficiei sphae- 
ricae, quae hasi directiones repraesentant ,. per (1), (2)» (3) deno- 
tabimus; mutua igitur horum distantia erit quadrans*. Geterum 
axium directiones versus eas partes acceptas supponemusi versus 
quas coordinatae respondentes crescunt. 
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4 CAROLI FRIDERICr GAUSS 

2. 

Haud inutile erit, quasdam propoaitiones , quae in huiusmodi 
quaestionibus vsum frequentem ofFerunt, htc in conspectum producere. 

L Angulus inter duas rectas se secantes mensuratur per 
arcum inter puncta , quae in superlicie sphaerioa illarum directioni- 
bus respondent« 

II. Situs cuiuslibet ^plani repraesentari potest per circulum 
maximum in superficte spbaerica, cuius planum illi est parallelum* 

III. Angulas inter duo plana aequalis est angulo spbaerico 
inter <;ircuIos maximos illa reprdesentantes ^ et proin etiam per ar- 
cum inter horum circulorum mazimorum polos interceptum mensu- 
ratur» Et perinde inclinatio rectae ad planum mensuratur per ar- 
cum, a pun(^to, quod respondet directioni rectae, ad circulum ma- 
ximum, qui plant situm repraesentat , normaliter ductum. 

1V« Denotantibus x^ y, z/\ x\ y\ z coordinatas duorum 
punctorum, r eorundem distantiam, atque Ld punctum, quod in su- 
perflcie spbaerica repraesentat directionem rectae a puncto priori 
ad posterius ductae, erit 

X -zz' X -^- r cos (l) h 
y = y + r co» (2) Li 
z zz z ^ r cos (3) Z/ 

V« Hinc facile sequitur, haberi generaliter 

cos(i)Z.* -1- cos(2)i>* -1- cos(3)i>« =1 
nec non , denotante L! quodounque i^liud punctum superficiei sphae- 
ricae, es&^ 

cos (1) Z. . cos (i) V -|- cos (2) L . cos (2) L' + cos (3) L . cos (3) L' 
= cos LL\ 

VI. Theorema. Denoianiibus Ly L\ L'\ L'" quaiuor pun-- 
cia in superficie sphaerae ^ aique A angulum^ quem arcus LL\ 
L L in puncio concursus sui Jormani^ erit 

cosLL". cosL'L'"—cosLL"'. cosL'L" = sinLL'. sinL"L"'.cosji 
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Demonsiratio. Denotet litera A insuper punctum concursus 
Jpsum, statuaturque 

jil.-t, AL'z^{, AU'={\ AL'''zzr 

Habemus itaque: 

cosLL" zz cos /. cos /' -|- sin t sin /^ cos A 

cos L L zzi cos i cos t -f- sm / sm t cos m 

cos LlJ" zz cost cosf* -|- sin^ sinf"' cos u^ 

oosL' L" zz, cos/cosf^' -f- sin/ sint" cos A 
et proin 

cos L L^. cos L'lJ" — cos L L"\ cos L'L" — cos A (cos ^ cos ^' sin / sin {" 
-f-cos/ cos /'''sin/sin^' — cos/cos/''sin/sin^'' — cos/cos/'sin/sinf^'') 

= cos A (cos ^ sin z' — sin t cos /) (cos /' sin f — sin /' sin {"^ 
= cos ^ . sin {/ — t) . sin (/" — /') 
=: cos A.sinLL' • sin L" L'" 

Geterum quum inde a puncto ^ bini rami vtriusque circuli maxi- 
mi prbficiscantur 9 duo quidem ibi anguli formantur, quorum alter 
alterius complementum ad 180^: ^ed analysis noatra monstrat, eos 
ramos adoptandos esse » quorum directiones cum sensu progressionis 
a puncto L ad L'^ et a puncto L" ad L'" consentiunt: quibus in« 
tellectis simul patet, quum circuli maximi duobus punctis concur- 
rant, arbitrarium esse, vtrum eligatur. Loco anguli A etiam arcus 
inter polos circulorum qiaximorum, qiiorum partes sunt arcus Z/Z/^ 
L"L'"^ adhiberi potest : manifesto autem polos tales accipere oportet» 
qui respectu horum arcuum similiter iacent, puta vel vterque polus ' 
ad dextram iacens, dum a L versus L' atque ab L" versus L"' 
procedimus, vel vterque ad laeuam. 

YIL Sint L^ Z/', L" tria puncta in superficie spbaerica, sta- 
tuamusque breuitatis caussa 

cos(l)Z/ =: tc, cos(2)Z/ zz y^ cos{3)L <z, z 
cos(l)Z/' = .T, cos(2)Z/' = y, cQs(3)Z.'= z 
cos(l)Z/"= x, cos(2)Z/" = y, cos(3)Z/"= z' 



6 CAROLI raiDERICI GAUSS 

nec non 

■4 tf % 9 tf I 9/9 99 9 9 99 99 9 ' A 

xy z 'T X y z -Y ^ y^ — ^y ^ "" ^y^ ^ X yz zz £i 
Designet \ polum circuli maximi , cuius pars est arcus L L\ et qui- 
dem eum» qui respectu huius arcussimiliter iacet, ac punctum (1) 
respectu arcus (2) (3). Tunc erit, ex theoremate praecedente, 
yz-^yz = cos(j)\.sin (2)(3).sinZ/Z/^ siue, propler C2)(3)=90S 

yz ^ y z = cos(l)\ . sin LU^ et perinde 
zx -^ z X — cos(2)A.. 8in LU 
xy — x'y = oos(3)\ . sin LL^ 

Multiplicando has aequationes resp. per x'\ y', z et addendo , ob- 
tinemus adiumento theorejnatis secundi in V prolati 

A = cos XZ/' . sin LLl 
lam tres casus sunt distinguendi. Primo , quoties Z/' iacet in eodem 
circulo maximo cuius pars est arcus Lll^ erit 'Kll' zz 90^> adeoque 
A = 0* Quoties vero U' iacet extra circulum illum maximum, 

« 

aderit casus secundus^ si est ab eadem parte, a qua est X, tertius^ 
si ab opposita: in his casibus puncta Z/, Z/, L'* formabunt trian- 
gulum sphaericum, et quidem iacebunt in casu secundo eodem or* 
dine quo puncta (l), (2), (3)» in casu tertio vero ordine opposito. 
Denotando angulos iilius trianguli simplicit«r per L, L', L'\ atque 
perpendiculum in superficie sphaerica a puncto U' ad latus LU 
ductum per p, erit sin ^ zr sin Z/ . siii LL" :zt sin U • sin UU'y 
atque 'KU' zz 90^ =t= /7» valente signo superiori pro casu secundo, 
inferiori pro tertio. Hinc itaque colligimus 

rir A z= sin Zy • sin LU . stn LL" z^ sin U • sin LU • AnUL 
r= sm L • sin LL . sinL L 

Ceterum manifesto casus primus in secundo vel tertio comprehendi 
censeri potest, nuUoque negotio perspicitur^, :b A exhibere sextu- 
plum soliditatis pjramidis inter puncta L, U, L" atque centrum 
sphaerae formatae. Denique hinc facillime coUigiturf eandem ex* 
pressionem :t: |- A generaliter exprimere soliditatem cuiusuis pyra- 
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midis inter initium coordinatarum atque puncta quorum coordina* 
tae sunt x, y, z\ x, y\ z; «", y\ z\ contentae. 



3. 

Superficies curua apud punctum A in ipsa situm curuatura 
continua gaudere dicitur, si directiones omnium rectarum ab A ad 
omaia puncta superficiei ab A infinite parum distantia ductarum in« 
finite parum ab vno eodemque plano per A transiente deflectuntur : 
hoc planum superGciem curuam in puncto A tangere dicitur. Quodsi 
huic conditioni in aliquo puncto satisfieri n^quit, continuitas curua- 
turae hic interrumpitur» vti e» g. euenit in cuspide coni. Disqui« 
sitiones praesentes ad tales superficies curuas, vel ad tales super- 
ficiei partes, restringentur^ in quibus continuitas curuaturae nullibi 
interrumpitur. Hic tantummodo obseruamus, methodos, quae posi* 
tioni plani tangentis determinandae inseruiunt, pro punctis singulari- 
bus, in quibus continuitas curuaturae interrumpitur , vim suam per* 
dere, et ad indeterminata perducere debere» 

Situs plani tangentis commodissime e situ rectae ipsi in puncto 
A normalis cognoscitur, quae etiam ipsi superficiei curuae normafis 
dicitur. Directionem huius normalis per punctum L in superficie 
sphaerae auxiliaris repraesentabimus, atque statuemus 

cos(l)/. = X, cos{2)Z/ = K, cos(3)ii = Z; 

coordinatas puncti A per x^ y^ z denotamus. Sint porro x-\-^x% 
y-^Ayy z-^-Az coordinatae alius puncti in superficie curua A\ d« 
ipsius distantia infinite parua ab A\ denique X punctum superficiei 
8phaericae repraesentans directionem elementi AA\ Erit itaque 

dop =r ds.cos(l)X9 ^y = ds.cos(2)X9 d^s = ds.cos(d)X . 

et, quum easB debeat \L zz 90^f 

-X:cos(l)X + Fcos(2)X + JZcos(3)X = 
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E combinatione baram aequaltonum deriuamus 

JSCdx + Tdy + Zdz = 0. 

Duae habentur methodi generales ad exhibendam indolem 
superficiei curuae. Methodus prima vtitur aequatione inter coordi* 
natas x, y^ z^ quam reductam esse supponemus ad formum /F^rrOt 
vbi ^ erit functio indeterminataram Xf y^ z. Sit differentiale com- 
pletum functionis fF' 

dfr zz Pdx + Qdy + Rdz 
eritque in superficie curua 

Pdx + Qdy + Rdz = 
et proin 

Pcos(l)A. + Qcos(2)A. + /2cos(3)X = 

Quum haec aequatio, perinde vt ea quam supra stabiliuimus^ va« 
lere debeat pro directionibus omnium elementorum ds in superficie 
curaa, facile perspiciemus, X^ Y^ Z proportionales esse debere ipsis 
P, <?f R, et proin, quum fiat XX + YY -^ ZZ zz ±t erit vel 

_P Q 

.^- ^{PPJ^QQ^ RR)' ^-" 



Z = 



vel 



^ ~ ^ri^pp + CQ + RRy ^ - 

z = 



R 


V{PP + QQ+ RR) 
— Q 


V(PP+ QQ + RRy 
— R 



VC^/'+ QQ +RR) 

~ 4 

Methodus secunda sistit coordinatas in forma functionum dua« 
rum' variabilium p^ q. Supponamus per differentiationem harum 
functionum prodire 

dx = adp + adq 
dy = bdp + b'dq 
dz zz cdp + cdq 
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quibus valoribus in formula supra data substitutis^ obtinemus 

(aX + br + cZ)dp + (aX + b'Y -^ cZ) d(/ = 

Quum haec ae.^atio locum habere debeat independenter a valori- 
bus differentialium dp, d^, manifesto esse debebit 

aX Jf 6 r + cZ =. O, a X + 6' F + c'Z = 

« 

vnde colligimus^ X, Y, Z proportionales esse debere quanlitatibus 
bc — cV y cd — ac\ aV~ — Txi 

Statuendo itaque breuitatis caussa 

V((6c' — c6')a + (ca — acY + («*' ~ 6a)*) = A 
erit vel 

hc — ch' cd ^^ ac a6' — • hd 

X = — T — , r = — V- — , z= — 



vel 



cb' — hc ac -— cd hd — a// 

X= , F= T , Zzz — 



His dnabus metbodis generalibus accedit teriia, vbi vna coor- 
dinatarum, e. g. z exbibetur in forma functionis reliquarum x, y: 
baec metbodus manifesto nibil aliud est, nisi casus specialis vel 
metbodi primae, vel secundae. Quodsi bic statuitur 

dz = tAx -|~ z/dy 
erit vel 

— < — u ± 

Xz: ,, . — ; -, r= -Trr-: ; r,Z= 



V(l + " + ««) ~'V(l + /< + »") "" V(l + << + «//) 
vel ' 

/ u — 1 

-X:= /•/. . . -r-, ;. F= -rr—. r — ^.^= 



Vii + tt + uuy " y{i + tt+Hu)' ~V{t+tt + Uu) 

5. 

Duae solutiones in art. praec. innentae manifesto ad puncta 
superfici^i sphaericae oppos.tta, siue ad directiones oppositas refe- 

B 
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runturs ^od cum rei natura quadrat, quum normalem ad vtramuls 
plagam superficiei curuae ducere liceat* Quodsi duas plagas, su. 
perficiei contiguas,' inter se distinguere, alteramque exteriorem al- 
teram interiorem vocare placet , etiam vtrigue norlnaK suam solu- 
tionem rite tribuere licebit adiumento theorematis in art. 2 (VII) 
euoluti, simulatque criterium stabilitum est ad plagam alteram ab 
altera distinguendam. 

In methodo prima tale criterium petendum erit a sFgno vaIo« 
ris quantitatis Jf. Scilicet generaliter loquendo superficies curua 
eas spatii partes, in quibus W valorem positiuum obtinet, ab iis 
dirimet, in quibus valor ipsius iV fit negatiuus. E theoremate illo 
vero facile coUigitur, si TV valorem positiuum .obtineat versus pla- 
gam exteriorem, normalisque extrorsum ducta concipiatur» soluti- 
oneoi priorem adoptandam esse, Cetenim in quouis casu facile 
diiudicabitur» vtrum per superficiem integram eadem regula respe^ 
ctu signi ipsius^ valeat, an pro diuersis partibus diuersae: quam- 
diu coefficientes P, Qj R valores finitos habent» neo simul omnes 
tres euanescunt, lex continuitatis vicissitudinem vetabit. 

Si methodum secundam sequimur » in superficie curua duo sy- 
stemata linearum curuai*um concipere possumus» alterum, pro quo 
p est variabilisi^ constans; alterum, pro quo q variabilis» p con* 
stans: situs mutuus harum lincarum respectu plagae exterioris deci- 
dere debet, Vtram salutionem adoptare oporteat. Scilicet quoties 
tres lineae , puta ramus lineae prioris sjstematis a puncto ji profi- 
ciscens crescente p^ ramus posterioris systematis a puncto ji egre-. 
diens crescente q, atque normalis versus plagam exterioreni ducta 
sirniliier iacent, vt, inde ab origine abscissarum, axes ipsarum 
x^ y^ z resp. (e. g. si tum e tribus . lineis illis» tum e tribus his, 
prima sinistrorsum , secunda 'dextrorsum , tertia sursum -directa con- 
cipi potest) I solutio prima adoptari debet; quoties autem situs mu- 
tuus trium linearum priorum oppositus est situi mutuo axium ipsarum 
Xyy^ Zf solutio secunda valebit. 
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In metlioclo tertia dispiciencluin est, ytrum^ dum- z incremen- 
tum positiuum accipit » manentibus x ^\ y inuariatis , transitus fiat 
versus plagam extieriorem an interiorem. In casu priori, pro nor- 
mali extrorsum directai solutio prima valetf in posteriori secunda. 

6. 

Sicuti» per translatam directionem normalis in superficiem 
curffam ad superficiein sphaerae^ cuiuis puncto determinato prioris 
siiperficiei respondet punctu>n determinatum in posteriori» ita etiam 
quaeuis linea,*vel q^uaeuis figura in illa repraesentabitur perlineam 
vel figuram corr^spondentem in bao. In comparatione duarum fi- 
" gurarum boc modo sibi mutuo correspondentium ^ quarum altera 
quasi imago alterius erit» duo momenta sunt respicienda, alterum, 
quatenus sola quantitas consideratur , alterum» quatenus abstrahendo 
a relationibus quantitatiuis solum situm contemplamur. 

Momentum primum basis erit quarundam notionum» quas in 
doctrinam de superficiebus curuis recipere vtile videtur. Scilicet 
cuilibet parti superficiei curuae limitibus determinatis cinctae cur- 
vaiuram toialem seu integram adscribimus^ quae per aream figu* 
rae illi in superficie sphaerica respondentem exprimetur. Ab hac' 
curuatura integra probe distinguenda est curuatura quasi specifica, 
quam nos mensuram cuructturae vocabimus: haec posterior ad pun^ 
ctum superficiei relertur, et denotabit quotientem qui oritur, dum 
curuatura integra elementi superficialis puncto adiacentis per aream 
ipsius elementi diuiditur^ et proin indicat rationem arearum infinite 
paruarum in superficie curua et in superficie sphaerica sibi mutuo 
respondentium. Vtilitas harum innouationum per ea, quae in po- 
sterum a nobis explicabuntur, abunde, vt speraipusy sancietur. Quod 
vero attinet ad terminologiam , imprimis prospiciendum esse duxi- 
mus, vt omnis ambiguitas arceatur, quapropter haud congnium pu- 
tauimus, analogiam terminologiae in doctrina de lineis curuis planis 
vulgo receptam (etsi non omnibus probatain) stricte sequi, secun- 

B 2 
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duin quam uiensura curuaturae simpliciter audire debuisset curuatura, 
curuatura integra autem amplitudo. Sed quidni in verbis facUes 
esse liceret, dummodo res non sint iqanesi neque dictio interpre- 
tationi erroneae obnoxia? 

Situs figurae in superficie spbaerica vel similis esse potest situi 
figurae respondentis in superficie curua^ vel oppositus (inuersus); 
casus prior locum Iiabet, vbi binae lineae in superficie curua ab 
eodem puncto directionibus inaequalibus sed non oppositis proficis- 
centes repraesentantur in superficie spbaerica per lineas similiter 
iacentes , puta vbi imago Jineae ad dextram iacentis ipsa est ad 
dextram; casus posterior, vbi contrarium valet. Hos duos casus 
^er signum mensurae curuaturae vel positiuum vel negatiuum distin- 
guemus.' Sed manifesto baec distinctia eatenus tantum locum ba- 
bere potest» quatenus in vtraque superficie plagam determinatam 
eligimus, iu qua figura concipi debet. In sphaera auxiliari semper 
plagam exteriorem, a centro auersam, adbibebimus: in superficie cur- 
va etiam plaga exterior siue quae tamquam exterior consideratur, 
adoptari potest^ vel potius plaga eadem^ a qua normalis erecta 
ooncipitur; manifesto enim respectu similitudinis figurarum nihil mu- 
tatur, si in superficie curua tum figura ad plagam oppositam trans- 
fertur, tum normalis, dummodo ipsius imago semper in eadem pla- 
ga superficiei sphaericae depingatur. 

Signum positiuum vel negatiuum ^ quod pro situ figurae infinite 
paruae mensurae curuaturae adscribimus, etiam ad curuaturam in- 
tegram figurae finitae in superficie curua extendimus. Attamen si 
argumentum omni generalitate amplecti suscipimus, quaedam dilu- 
cidationes requiruntur, quas hic' breuiter tantum attingemus. Quaui- 
diu figura in superficie curua ita comparata est, vt singulis punctis 
intra ipsam puncta diuersa in superficie sphaerica respondeant, de- 
finitio vlteriori explicatione noit indiget. Quoties autem conditio 
ista locum non habet, necesse erit» quasdam partes figurae in su- 
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perficie spbaerica bis vel pluries in compiituin ducere, vndei pro 
situ simili vel opposito, vel accumulatio vel destructio oriri poterit* 
Simplicissimum erit in tali casu» figuram in superficie curua in 
partes tales diuisam concipere^ quae sipgulae per se spectatae con- 
ditioni illi satisfaoiant ^ singulis tribuere curuaturam suam integram» 
^uantilate per aream figurae in superficie sphaerica respondentis, 
signo per situm determinatis, ac denique figurae toti adscribere 
curuaturam integram ortam per additionem curuaturarum integra- 
rum f quae singulis partibus respondent. . Generaliter itaque curua- 
tura integra figurae est zzfk^a^ denotante do* elementum areae 
figurae , k mensuram curuaturae in quouis puncto. Quod vero attinet 
ad repraesentationem geometricam buius integralis, praecipua buius rei 
uiomenta ad sequentia redeunt* Peripberiae figurae in superficie curua 
(sub restrictione art. 3) semper respondebit in superficie spbaerica 
linea in se ipsam rediens. Quae si se ipsani nullibi intersecat, totam 
superficiem spbaericam in duas partes dirimet, quarum altera re- 
spondebit figurae in superficie curua» et cuius area» positiue vel 
negatiue accipienda, prout respectu peripberiae suae similiter iacet 
vt figura in superficie curua respectn suae» vel inuerse, exbibebit 
posterioris curuaturam integram. Quoties vero linea bta se ipsam 
semel vel pluries secat, exbibebit figuram complicatam, cui tamen 
area certa aeque legitime tribui potest, ac figuris absque nodis, 
baecque area , rite intellecta , semper valorem iustum curuaturae 
integrae exbibebit. Attanien vberiorem buius argumenti de figuris 
generalissime concepcis expositionem ad aliam occasionem nobis 
reseruare debemus. * 

7. 

Inuestigemus iam formulam ad exprimendam mensuram curua- 
turae pro quouis puncto superficiei curuae. Denotante da aream 
elementi buius superficiei , Zd cr erit area proiectionis buius elementi 
in planum coordinatarum .t, y\ etperinde, si d2 est area elementi 
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respondentis in su{>erficie sphaecicaf erit ZdS tirea proiectionis 
ad idem planum: signum positiuiim vel negatiuum ipsius Z vero 
indieabit situm proiectionis similem vel oppositum sltui elementi 
proieoti: manifesto itaque illae proiectiones eandem rationem quoad 
quantitatem» simulque eandem relationem quoad situm, inter se 
tenent, vt elementa ipsa. Consideremus iam elementum triangulare 
in superficie curua, supponamusque coordinatas trium punctorum, 
quae formant ipsius proiectionem 9 ^^m 

X -^r iy, y + iy , ^ 

Duplex area huius trianguli exprimetur per formulam 

^x.iy — Ay *ix 

et quidem in forma positiua vel negatiua , prout situs lateris a pun- 
cto primo ad tertium respectu lateris a puncto primo ad secundum 
similis vel oppositus est situi axis coordinatarum y respectu axis 
coordinatarum x. 

Ferinde si coordinatae trium punctorum» quae formant piro- 
iectionem elementi respondentis in superficie sphaerica, a centro 
spbaerae inchoatae, sunt 

X, Y 

X + dX, r + dF 

. X + Sx, r ^ ir 

duplex arpa huius proiectionis .exprimetur per 

dX. $r— dr . ix 

de cuius expressionis signo eadem valent quae supra. Quocirca 
mensura curuaturae in hoc loco superficiei curuae erit 

dX.jF— dr.Jx 

dar . iy — dy . dx 
Quddsi iam supponimus, indoleni superficiei curuae datam ^sm se- 
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f 

cunduni modum tertium in art. 4 consideratum , habebuntur X et I^ 
in forma functionum quantitatum rc, y,'ynde erit 

d Fn , ^d Xn 



ix 






KT-yJ'y 



W* + ( — J ^y 






ar=(if)a. + (ir)a. 



^r 



dr- 



dF> 

dy 

/-dr 



\ 



= w *' + (57) 



Substitutis bis Taloribus» expressio praecedens transit in hanc: 



drx 



- Kdx) \dy) 



\Ay) \dx) 



Statuendo vt supra 

d£ 

d» 
at^e insuper 

ddjE ddz 

d** — ' dx.dy 



dz 



ddz 



dy 



a 



siue d< = Tda? + C/^dj^, du = I/^d* + f^dy 

habemus ex formulis supra datis 

X = — *Z, r= — «Z, (1 + « 4- aK)ZZ = 1 
atque hine- 

dX= — Zd< — <dZ 

dr= — Zdi« — «dZ 

(1 4- « + «M)dZ + Z(^d/ 4- i»d«) = 



siue 



dZ = — Z3(*d« + Mdw) 

dX= — Z9(i + «»)d/ ^+ Z^tuiu 

dr= — Z9<«d/ — Z3(i + <<)d« 
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adeoque 

dX 

^- = Z3(— (1 + ««) r + <a co • 

ip r=Z^(tuU—ii + tt)n 
quibus valoribus in expressione praecedente substitutis, prodit 

* = Z«{TF^VU) (1 + tt + uu) = Z^{TF— UU) 

rr — uu 

— (1 + // + u«)« 

Fer idoneam electionem initii et axium coordinatarum facile 
efTiCi potest , vt pro puncto determinato j4 valores quantitatum i , z/, 
U euanescant. Scilicet duae priores conditiones iam adimplentur» 
si planum tangens in hoc puncto pro plano eoordinatarum Xj y 
adoptatur. Quarum initium si insuper in puncto ^ ipso coUocatiiir, 
manifesto expressio coordinatarum z adipiscitur fbrmam talem 

vbi il erit ordinis altioris quam secundi. Mutando dein sitiim 
axium ipsarum x, y angulo M tali vt habeatur 

tahg 2 M = Y o _ yo 
facile perispicitur, prodituram esse a6quationem huius formae 
z^lTxx + IFyy + i2 

quo pacto etiam tertiae conditioni satisfactum est. Quibus ita fa- 
ctis, patet 
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I. St fluperficies curua secetur plano ipsi nonnali et per 
axem coordinatarum x transeunte^ oriri curuam planam, cuLus ra« 

1 

dius curuaturae in puncto A fiat zz -^f s>igno positiuo vel ne^a- 

tiuo, indicante. concauitatem vel conuexitatem versus plagam eam, 
versus quam coordinatae z sunt positiuae. 

11. Simili modo -z^ erit in puncto A radius curuaturae cur- 

m 

vae planae, quae oritur per sectionem superficiei curuae cum plano 
per axes ipsarum y ^ z transeunte. 

IIL Statuendo xzzr cos^» y = r sin^, fit 
je = i (T cos 9* 4- r sin ^») rr -^- £l 
vnde coUigitur» si sectio fiat per planum superficiei in ^.normale 
et cum axe ipsarum x angulum (p efficiens, oriri curuam planam» 
cuius radius curuaturae in puncto A sit 



^ "" Tcos^* 4- /^sin^* 

* IV» Qiibties itaque habetur T = ^» radii curuaturae in 
cunctis planis normalibus aequales erunt. Si vero T et ^ sunt in- 
aequalesy manifestum est^ quum Tcos^^ -}" f^sin^^ pro quouis 
valore anguli (p cadat intra T et f^f radios curuaturae in sectioni- 
bus principalibus ^ in I et II consideratis, referri adcuruaturas extfe- 
mas 9 puta alterum ad curuaturam maximam » alterum ad minimam, 
si T et /^ eodem signo affectae sint» contra alterum ad maximam 
conuexitatem » alterum ad maximam concauitatem , si T et F^ signis , 
oppositis gaudeant. Hae conclusiones omnia fere continent, quae 
ill. Euler de curuatura superficierum curuarum primus docuit. 

V. Mensura curuaturae superficiei curuae in puncto yl autem 
nanciscitur expressionem simplicissimam k = T/% vnde habemus 

Thegrema. Mensura curuaturae in quouis superficiei puncto 
aequalis est ffactioniy cuius numerator vnitas^ denominator au-^ 
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tem productum duorum radiorum curuaturae exlremorum in 
sectionibus per plana normalia. 

Simul patet» mensuram ouraatarae fieri positiuam pro super- 
ficiebus concauo-concauis vel conuexo-conuexis (quod discrimen 
non est essentiale), negatiuam vero pro concauo-oonuexis. Si su* 
perficies constat e partibus vtriusque generis» in earum confiniis 
mensura curuaturae euanescens esse debebit. De indole superfi- 
cierum curuarum talium » in quibus mensura curuaturae vbique eua* 
nescit, in^ pluribus agetur» 

Formula generalis pro mensura curuaturae in fine art. 7 pro- 
posita» omnium simplicissima estf quippe quae quinque tantum ele- 
menta implicat; ad magis complicatam» scilicet nbuem elementa 
inuoluentem» deferimuri si adbibere volumus inodum prinium indo- 
lem superficiei curuae exprimendi. Retinendo notationes art. 4. 
insuper statuemus: 

dd^ dd^ ^ dd^ ^ 

dx^ •^ ^* dy^ ~ ^' dz^ - ^ 

^^^ w/ cld/jr ^^ dd/r _, 

dy.dz " ' dx.dz ~^* Ax.dy — ^ 

ita vt flat 

dP = P^dx + Jt^dy + Qr'dz 
dQ = Itdx + Q'dy + P'dz 
dR = Q"dx + P^'dy + jR^dz 

P 

lam quum babeatur < = — — , inuenimus per differentlationeni 

i?i2d/ = — iZdP+Pd/Zs: (/'(?"— iZ/^dw + CPP^—iiiZ")^^^ 

+ CPJf^ — J2(?")d«, 
siue, eliminata d^ adiumento aequationis PdA; -1- Qdy + JRdzzzO, 
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— PQB: — RRlt:')dy. 

Frorsiis simile modo obtinemiu 

R^iu = iPRP" + QRQf—PQR^— RRR:')dx + (r^RRQT 

+ 2QRP" — QQRr)dy 

Hinc itaque oolligimus 

ijs r = — RRP^ + 2PiiQ" — PPiZ' 
R3U zs. PRP^ 4- QiZQ" — PQR^ — i2/2i2" 
R^r^-' RRQf-\- 2QRP^ — QQR' 

Substituendo Iios valores in formula ert. 7> obtinemus pro mensura 
curuaturae k expressionem symmetrieam se^uentem: 

(PP +<?<? + RR)»ksi 
pp (Q'/2' — ^''P'') ^QQ (P^R: ~ Qf'Q^') ^RR (P^Q' - RfR^') 

+2(2i2«2"i2"— ^^) + ^PRiP^R^^-QfQf) + 2PQiPV' - B^n:') 

10. 

Formulam adhuc magis complicatam» puta e quindecim ele- 
mentis conflatam» obtinemus, si. methodum generalem secundaniy 
indolem superficierum curuarum exprimendi, sequimur. Magni ta- 
men momenti est, hano quoque elaborare. Retinendo signa art. 4f 
insuper statuemus 

dda? ddjc ^ dd;v _ ,, 
575 - ^* d^d^ - ^^ d^ - ^ 

ddy ^ *dy _ ddy _ 

dp =^' df.d^ - ^' d^ - f* 

ddz , dd z _ , ddz _ ^, 
d^ "" ^' d^dj '^ ^' dq^ " y 

Fraeterea breuitatis caussa faciemus 
bc — c6' = Jr^ 
ca — ac = .0 
a6' -^ba = C 

C2 
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Primo obseruamufl^ haben A^x + Biy + Cdje = 0, aiuo d^ 

A B 

= — "^d*— "q ^y* quatenus itaque z spectatur tamquam 

{iinctio ipsaram x, y^ %.t 

if _ _ :f 

d* ~ ' "" "" C 

if - — « 

d/ "" " — ~ C 

Porro deduclmas, ex Ax = adp + a djr, dy '■=. bdp -|- 6'do, 

Cd/> =: b'dx — a'dv 
Cd^r zs — 6dx -J- adv 

Hinc obtinemus differentialia completa ipsarum t^ u 



c3dM = r 



dp dpj 

^dA dC\ 



dC dB 



dC dB\ 

^Tp- ^ d^) (*'•»* - « ^^) 






lam 81 in bis formulis subatituimud 
dA ^ ' 

j^ = c^ + Ay' — cj3' — b'Y 
dA 

dq 

dB , 

j— = a y + ca — ay'- — c'rt 

dB 

57 ~ ''y + ««" -^ «y" — cV 



= c'/3' + iy" — c^" — i'y' 
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AC 

-r— s= i'« + 0/3' — ba — a'/3 

^- = 6V + a0' — iee" — a'/3' 

atque perpendimus; Valores clifferentialium d^, dif sic prodeuntiuro^ 
atfquales esse deberet independenter a differentialibus dx» "dyt 
quantitatibus Tdx -^ Udy^ Udx 4- ^dy resp. inueniemus, post 
quasdam transformationes satis obuias 

C» r = a^b'b' + 3if6'6' + yCb'b' 

— 2(t^bb' — 20Bbb' — 2y'C66' 
+ a"^iA + j3"566 4- y"C66 

C» £7^ = — tf^a'6' — QBab' — yCa'6' 

+ a'^{a b' + Ja') + /3'5 (ai'+6 a') + y'C(a6'+6a') 
— . aAab — 0'Bab — y"Ca6 

C»r = a^iad + /35a'a' + yC'a'a' 

— 2a'Aaa — l&Bad — 2y' Caa' 
+ «"-^aa + /^"^'aa + y"Caa 

St itaque breuitatis cau^ statuimus 

Ja + B& + Cy =2) (1) 

u4a' + Bff + C'/ = jy (2) 

j^a" + 53" + Cy" = 2)" . . (3) 

fit 

C^Tzs Db'b' -^ 2jybb' + lybb- 

Ca l/ = — . ndb' + D'(a6' + 6a') — ITab 

C^VznDdd ^2^ad ■\' Jfaa 

Hinc inuenimus, euolutione facta» 

c«(rr- uu)=.{Dir-'iyiy){ab'—bd)*z:z{Djr^jyjy)cc 

et proin CDrmulam pro mei.^ura curuaturae 

-. Djy — Typf 

* " {AA + BB + CC)« 

"^ 1 
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11. 

Formulae modo inuentao iam aliam superstruemus , quae inter 
fertilissima tbeoremata in doctrina de superficiebus curuis referenda 
est. Introducamus sequentes notationes: 
aa -f- 66 -f- cc = £ 
aa' + bb' -^ cc z= F 
a'a' -J- b'b' + cc = G 
att +6/3 + cy zzm .::::. (4) 

act -i- ijS' + cy :=. m' (5) 

aa + b$' + cy" -zzm" (6) ' 

da + y& + cy = n (7) 

o'a -t- 6' 3' + c'y' = «' (8) 

<ici'+ 6' 3"+ Cy^^n" (9) 

ulA + 55 + CC =z£G — FP = A 

Eliminemus ex aequationibus ±, 4, 7, quantitates j3, y, quod 
fit multipiicando illas per 6c — c6', b'C — c'5, cB -^ bC, et 
addendo: ita oritur 

(^(6c' — cb') + aif/C— c'5)*+ o'(ci3 — 6C))« 
. = Z>(6c' — cb') + m{b'C — c B) + n(c5 — 6C) 
quam aeq^iationem facile transformamus in banc: 

AD = aA + a(/ijP— mG) + a'{mF — nE) 
Simili modo eliminatio quantitatum a, y vel (t« 3 ^^ iisdem ae- 
quationibus suppeditat 

BD = 3A + 6(/»P — wiG) + b'{mF — n£) 
CZJ = yA + c{flF — /»G) + c'\mF — - /r5) 
Multiplicando bas tres aequationes per <t", 3"» y" ^^ addendo obtinemus 

Z?Z>"= («a"+33"+ yy") A + /»"(/iF— /»G)+/i"(/»P— /»£) . . . (10) 

Si perinde tractamus aequationes 2 * 5 » 8 > prodit 

AD^ = a'A + a{n'F — m'G) + a'{m'F — /i'5) 
^iy = 3'A + b{n'F— m'G) + b'{m'F — /i'5) 
CZy = y'A + c{n'F — m'G) + c'{m'F — n'E) 
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qaibus aequationibus per «', 3'> v' multiplicatis , additio suppeditat : 
IfLf = («' rt + 3' 3' + y y) A + ni{n'P-.m'G) + n^im^F— n' E) 
G^mbinatio huius aequationis cum aequatione (lO) producit 

Djy — jyD' = (««" + /3/3" +yy" — a'«'_3'/3' — y'y')A 
+ i5(n'»' — n »") + P{n ni' ^2m'n'+m n") + G {m'm' — - otot") 

diS d^ , dF , dP 

lam patet «sse r^=2m,^ = 2m,^ = OT +»,^ = m" + «, 

dG , dC 

d:^-2«, j-=2«,8iue 



d^ , _ d^ „ _ di? dG 

" d</ ■ d^r i.q d/> 

dF dS . dG dG 



" - d^ — * .d7» " - » dp ' "" - * d^ 

Porro facile corfirmatur, haberi 

« . /5/5« L " ' » ti'a' ' ' — ^" ^'*'— ^'"" *^'»' 

«cc +0/3 +yy -«a-S^-yy - d^-a^^ 17- 17 

__ dd^ ddi? ddG 

""""*• d^ + Tf.Tq "~ ^ • d]^ 

Quodsi iam has expressiones diuersas in formula pro mensura cur- 
vaturae in fine art. praec. eruta substitulmus, peruenimus ad formu- 
lam sequentem, e solis quantitatibus F^ Fy G atque earum quo- 
tientibi|S differentialibus primi et secundi ordinis concinnatam : 

W^ dG dP dG dCx 

M^EG^FPfkz^E{j-^ • 17 - ^ d^- d7 + V J 

^dE £G= _ £^ AG. dE dF 

'' \dp ' dq dq ' dp d<jr'd^ 

dlP dP d^ dG\ 

+ ^* dp • dq ^^ dj^ ' d^J 

/'dE dG dE dP d^ »n 

+ ^ \j^ • dj ~ ^- d^ • d7" + ^d7^ ) 
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-2(£G-FiO(^- -25^5^ + yp-r; 

12. 
Quum indelinite habeatur 

patet, V^ (JSd/>* + ^-F^dp.dj -|- Gd^f*) esse expressionem ge- 
neralem elementi linearis in superficie curua. Docet itaque analj- 
sis in art praec. expliocta, ad inueniendam mensuram curuaturae 
haud opus esse formulis finitisi quae coordinatas x^ y^ z tamquam 
functiones indeterminatarum p^ q exhibeant« sed suCfieere expres- 
sionem generalem pro^ magnitudine cuiusuis elementi linearis» Fro« 
grediamur ad aliquc^t applicationes huius grauissimi iheorematis. 

Supponamus superficiem nostram curuam explicari posse in 
aliam superficiem , curuam seu planam , ita vt cuiuis puncto prioris 
auperficiei per coordinatas x^y^ z determinato respondeat punctum 
determinatum superficiei posterioris, cuius coordinatae sint x'^ y\ z. 
MapiCesto itaque x\ y , z quoque considerari possunt tamquam fun- 
ctiones indeterminatarum p% q, vnde pro elementp v^ (dx'^ -f" ^y^ 
^ dz'^) prodibit expressio talis 

VT (£'d/?* + ^F^dp.dq 4- G'dq^) 

denotantibus etiam E\ P\ & functiones ipsarum p, q. At per 
ipsam notionem expUcationis superficiei in superfiriem patetf ele- 
menta in vtraque superficie correspondentia necessario aequalia ^sse^ 
adeoque identice fieri 

E = E\ F — F\ G — G\ 

Formula itaque art. praec. sponte perducit^ad egregium 

Theorema. Si mperficies curua in quamcunque aliam svper^ 
ficiem explicatury mensura curuaturae in singulis punctis inua- 
riata manet. 
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Manifesto quoque quaeuia para finita superficiei ouruae post 
explicationem in aliam superficiem eandem curuaturam integram 
retinehit. 

Casum specialem » ad quem geometrae hactenus inuestigationes 
suas restrinxerunt , sistunt superficies in planum explicabiles. Theoria 
nostra sponte docet, talium superficierum mensuram curuaturae in 
quouis puntto fieri = 1 quocirca » si earum indoles secundum mo« 
dum tertium exprimitur» vbique erit 

dd2 dd2 /^ ddr N« _ 

da:« ' Ay^ \AxAyJ "* 

quod criterium 9 dudum quidem notum » plerumque nostro saltem 
iudicio haud eo rigore qui desiderari posset demonstratur. 

13. 

Quae in art. praec. exposulmus, cohaerent cum modo pecu» 
liari superficies considcrandi 1 summopere digno » qui a geometris 
diligenter excolatur. Scilicet quatenus superficies consideratur non 
tamquam limes solidi» sed tamquam solidum, cuius dimensio vna 
pro euanescente babetur , flexile quidem » sed non extensibile , qua- 
litates superficiei partim a forma pendent, in quam illa reducta 
concipitur» partim absolutae sunt» atque inuariatae manent, in' 
quamcunque fbrmam illa flects^tur. Ad bas posteriores, quarum in- 
vestigatio campum geometriae nouum fertilemque aperit» referen- 
dae sunt mensura ouruaturae atque curuatura integra eo sensu» quo 
hae expressiones a nobis accipiuntur; porro huo pertinet doctrina 
de • lineis breuissimis » pluraque alia » de quibus in posterum agere 
nobis reseruamus. In hoc considerationis modo superficies plana at« 
que superficies in planum exp^icabilis» e. g. cylindrica» conica etc. 
tamquam essentialiter identicae spectantur» modusque genuinus in- 
dolem superficiei ita consideratae generaliter exprimendi semper in« 
nititur formulae \^(£djp^ -|- ^^d/j.dj + Gd^r*), quae nexuni 

D 



o 
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elemeuti cum duabus indeterroinatis p, rj sistit. Sed antequam Iioc 
argumentuni vlterius ' prosequamur f principia theoriae linearum bre- 
vissimarum in superficie ourua data praemittere oportet. 

14. 

Indoles lineae curuae in spatio generaliter ita daturj vt coor* 
dinatae x^ y , z singulis illius punctis respondentes exhibeantur in 
forma functionum vnius variabilisy quam per w denotabimus. Lon« 
gitudo talis lineae a puncto initiali arbitrario vsque ad punctum, 
cuius coordinatae sunt x^ Yj ^"9 exprimitur per integrale 

d^ « dy ^ dz ^ 



f 



^ /^ dx ^ d y « az ^\ 

V, d«/ ' Mf^^ * ' ^dur y 



Si supponimusi situm lineae curuae variationem infinita paruam^ati, 
ita vt coordinatae singulorum punctonim accipiant variationes ix, 
Sy^ ^^1 variatio totius longitudinis inuenitur 

^ /^djp.djar + ^y-^iy + dz.dSz 



-f 



V (dx^ + dy^ + dz^) 
quam expressionem in Iianc formam transmutamus : 
dx .^x -^ dy .^y '^r dz.iz /^/'t , ^^ 



fO'- 



Y (dx* + dy^ 4. dz^) J V' V(d«a ^d^ j^ ^2«) 

dy . dz ' N 

+ ^^'* /(d*« + d>« + dz«l ^^*'* V (d*« + dy^+dz^^)J 

In casu eoy vbi linea est breuiasima inter puncta sua extrem», con* 
statf ea^ quae bic sub signo integrali sunt» euanescere debere. 
Quatenus linea esse debet in superficie data^ cuius indoles expri* 
mitur per aequationem Pdx + Qdy 4* Rdz ~ q^ etiam variati* 
ones ixf iy% S^ satisfacere debent aequationi PSx -j-Qiy-^^Hiz 
zz O9 ^^^^ P®^ principia nota facile coUigitur^ differentialia • 
dx - Ay dz 



V{dx^^dy^ + Az^Y /(dx^+dj^^+d^Y \r{dx^^dy^+dz^) 
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resp. quantitatibus P, Q9 R proportionalia esge del>ere. lam sit 
dr elementum lineae curuae» \ punctum in superficie spbaerica 
repraesentans directionem buius el«menti» L punctum in superficie 
spbaerica repraeaentans directionem normalis in superficiem curuam ; 
denique sint £f 9ff i coordinatae puncti X» atque X, Y^ Z 
coordinatae puncti L respectu centri spbaerae. Ita erit 

iix = £drf dy =; jfdr, Az = ^Ar 

Tnde colligimus^ differentialia illa fieri d£, d^, d^. Et quum 
quantitates P^ Q, R proportionales sint ipsis X^ Y^ Z^ cbaracter 
lineae breuissimae consistit in aequationibus 

X - r ~ z 

Ceterum facile persptcttur^ V"(^£* + djf* -f- d^«) aequari arculo 
in superficie spbaerica, qui mensurat angulum inter directiones tan- 

dr 
gentium in initio et fine elementi dr» adeoque esse = — si p de* 

notet radium curuaturae In boc loco curuae breuissimae; ita fiet 
£d£ = JCdrt pdj, = rdr, gA^ = Zdr 

15. 

Siipponamus, in superfioie curua a puncto dato A proficisci 
innumeras curuas breuissimas , ^uas inter se distinguemus per angu- 
lum, quem constituit singularum elementum primum cum elemento 
primo vnius ex bis lineis pro prima assumtae: sit ^ ille anguhis, 
vel generalius functio illius anguli« neo non r longitudo talis lineae 
breuissimae a puncto j4 vsque ad punctum, cuius coordinatae sunt 
x^y^ z. Qnum itaque valoribus determifiatis variabilirm r, (p re^ 
spondeant ptYncta determinata superficieii coordinatae x^ y^ z con- 
. siderari possunt tamquam functiones ipsarum r, ^. NotationesX, Z/, 
^9 if{% ^9 X^ Yj Z in eadem significatione retinebimus^ in qua in 

D 2 
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art. praec. acceptae fuerunt} modo iadefinite ad punctum indefini- 
tum cuiuslibet linearum breuiasimarum referantur* 

Lineae breuissimae omnes, quae sunt aequalis longitudinis r^ 
terminabuntur ad aliam lineami cuius longitudinem ab initio arbi- 
trario numeratam denotamus per p. Considefari poterit itaque p 
tamquam functio indeterminatarum r» ^i et si per \^ designamus 
punctum in superficie spbaerica respondens directioni elementi dv^ 
nec non per ^, ifi\ ^' coordinatas buius puncti respectu centri sphae- 
rae, habebimus: 

da? ^ ^ dj^ ^ _ , ^ dr _ di^ 

d^ "" ^'d.^* d^~^*d^' d^ "^•d^ 
Hino et ex 

d7 - C» d^ -«f> dr - ^ 
sequitur 

d« dx d/ dy dz ^z 'tpp's^*'^ ii'^" 

d^d^+dTd^+dPd^^^^ + ^J^I+^^T^^^^^^^-d^ 

Membrum primum huius aequationis, quod etiam erit functio ipsa- 
rum r^ <p^ per S denotamus; cuius differentiatio secundum r sup- 
peditat: 

^S dd^ Ax ddy Ay ddxr dz 

d7 ^ dr« ' d^ ■*"• dr* ' d^ "^ dr^ ' d^ 

^ z' do? * dv * djz^N 

• ^. <Cd-) +^d7> +,<d70 
+ i • d^ " . 

_il d*d^ ^ ,H ^., i}M±Vi±iil 

— dr ' d^ "^ dr 'd^ "** dr * d^ "*" » * d^ 

^^^ ^^ +■ iflf + ii ^ i* adeoque ipsius differentiale = 0; et 
per art, praec. h&bemus, si ettam hic g denotat radium curuaturae 
in linea r, 
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dr 
Ita obtinemas 



X dji 
f ' dr 



dr g 



diS i dc 1 ip 

quoniam manifesto \' iacet in circulo maximo , cuius polus Z/. Hinc 

itaque concludimus, iS independentem esse ab r et proin^ functionem 

di^ 
solius (p. At pro r := manifesto fit i^ =: 9 et proin etiam t^ =r O9 

nec non 4^ = independenter a ^. Necessario itaque generaliter 
esse debebit S^Ot adeoque cos W = 0, i. e. Wzzgo^. Hinc 
colligimus 

Th£Okcma. Dactis in auperjicie ciirua ah eodempuncio inir- 
tiali innumeris lineis breuissimia aequalis longitudinis^ lin^aearum 
extremitates iungens ad illas singulas erit normalis. 

Operae pretium esse duximus» Iioc theorema e proprietate 
fundamentali linearum breuissimarum deducere: ceterum eiua veri« 
tas etiam absque calci^Io per sequens ratiocinium intelligi potest. 
Sint jiB^ ABf duae lineae breuissimae eiusdem longitudinis , an* 
gulum infinite paruum ad A incladentes, supponamusque , alteru- 
trum angulorum elementi B B^yCnm lineis BAt SA differre quan* 
titate finita, ab angulo recto, vnde per legem continuitatis alter 
maior alter minor erit angulo recto. Supponamus, angulum ad B 
esse = 90^ *-* a;} capiamusque in linea B A punctum C ita vt sit 
BC :^ Bff. cosec o;: binc quum triangulum infinite paruum B B^C 
tamquam planum tractare liceat , erit CB^ ^ BC . cos o;, et proin 
yjlC + CB' = AC + BC. cos 0) = AB — BC . (l — coso;) 
— AB^ — BC {1 — cos oj) , i. e. transttus a puncto A ^ B^ per 
punctum C breuior linea breuissima % Q . E . A. 
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16. 

Theoremati art. praec. associamus aliud } quod ita enunciamus. 
Si in superficie curua concipitur linea qualiscunque, a cuius 
punciis singulis proficiscantur sub angulis rectis et versus eandem 
plagam innumerae lineae breuissimae aequalis longitudinis^ curua, 
quae earum cxtremitates alteras iungit^ illas singulas sub angu-* 
lis reciis secabit. Ad depionstraiionem nihil in analysi praecedenrte 
mutandum est| nisi quod ip designare debet longitudinem curuae 
datae inde a puncto arbitrario numeratam, aut si mauis functionem 
huius longitudinis; ita omnia ratiocinia etiamnum valebunt, ea mo« 
dificatione» quod veritas aequationis SzzQ pro r =: nunc iam in 
ipsa hypothesi implicatun Ceterum hoc alterum thaorema generalius 
est praecedentei quod adeo in illo comprehendi censeri potest^ - 
dum pro linea data adoptamus circulum infinite paruum circa cen* 
trum A descriptum. Denique monemus, hio quoque considerationes 
geometricas analy&eos vioe fungi po^^O} quibus tamen quum satis 
obuiae sint hio non immoramur* 

17. 

Reuertimur ad formulHm yT^EAp^ -|- 2FAp .dg + Gdq^), 
quae indefinite magnitudinem elementi linearis in superficie curua 
exprimit^ atque anteoninia .significationem geometricamcoeTficientium 
Ef Fj G examinamus. lam in art. 5 monuimus, in superficie curua 
concipi posse duo systemata linearumt alterumy in quibus singulis 
sola p sit variabilis, q constans; alterumf in quibus sola q variabi- 
liS| p constans, Quodlibet punctum superficiei considerari potest 
tamquam intersectio lineae primi systematis cum linea secundi: 
tuncque elementum lineae primae huic puncto adiacena et variationi 
Ap respondens erit r= V^E .dp, nec non elementum lineae secun- 
diae respondens variationi dq erit zt ^G .dq; denique denotando 
per 0) angulum inter haec elementa, facile perspicitur fieri cos ca 
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F 
rr T/^^rp* Area «utem elementi parallelogrammatici ia superficie 

curua inter duas Ilneas primi systematis, quibus respondent ^? 9 -|* ^?9 
atque duas lineas systematis secundi quibus respondent p^ p ^ Ap^ 
erit /(£G — \P/^ d/^d^r. 

Linea quaecunque in superficie cunia ad neutrum illorum sy« 
stematum pertinens, oxitnri dum p et q concipiuntur esse functiones 
vnius variabilis nouae , vel altera illarum functio alterius. Sit s lon- 
gitudo talis curuae ab initio arbitrario numerata et versus directi- 
onem vtramuis pro positiua habita. Denotemus per 6 anguluro, 
quem efficit elementum dszzV^^EJip^ -^^Fdp ,iq -^ Gdq^) cum 
linea primi systematis per initium elementi ducta, et quidem ne 
vlla ambiguitas remaneat, hunc angulum semper ab eo ramo-iUius 
lineae, in quo valores ipsius p crescunti inchoari, et versus eam 
plagam positiue accipi supponemus» versus quam valores ipsius q 
crescunt. His ita intellectis facile perspicitur haberi 

Edp + Fdg 
cos $.da == V-B.d/7 -f- VG.cOBcj.dq = — ^' 

6 1. ^r ' A V^C^g --FF).dq 
sm 9'ds = yG.sin^.dq zz ^jj, 



18« 

Inuestigabimus nunCf quaenam sit conditio^ vt haec linea slt 
breuissima. Quum ipsius longitudo s expressa sit per integrale 

s ^fViEdp^ + 2Fdp.dq + Gdq^) 

conditio minimi requiritf vt variatio huius integralis a mutatione 
infinite parua tractus lineae oriunda fiat rr 0- Calculus ad propo« 
situm nostrum in hoc casu commodius absoluiturf si p tamquam 
functionem ipsius q consideramus. Quo pactOi si variatio per cha* 
racteristicam i denotaturi habemus 
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is^J ri '• 

2a« 
dE ' 2dF , , ^^ j 

Edp+Fdq 



— d . 



) 



ds 

constatque» quae Iiio sunt 8ub signo integrali, independenter . a ip 
enanescere debere. Fit itaque 

dJ5 2dF , , dG ^ , ■ Edp + i^dff 

dJ-^i^'-^-dF-^^-^g+ d^-^g' = ^^^-^- ds 

ds.dE.cosQ 's 

=: ads.d.V^. cos5 ■= ■ .^ — 2d« . d d . V"iS? .sin tf 

= ^ ^ p \^(^G — i^J) .dq.d9 

Hinc itaque nanciscimur aequationem conditionalem pro linea bre* 
vissima sequentem: 

V^(£G-FF).dfl = i^.^.di> + J.-^.^.d5r + i.j^.dp 

dP ^ do' 

- dJ-^^-^d^*^* 

quam etiam ita scribere licet 

F , dE dF dG 

iriEG-FF).d& = i.-j^.dE+i.j^.dp^^.dp~i.^,dq 

Ceterum adiumento aequationis ' 

E dp _F 

ootg 5 - ^^EG—FFj • dj + ViEG^FF) 
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ex illa aequatione angulus $ eliminari» atque sic aequatio diiferen- 
tio-differenttalis inter p ^t q euolui potest, quae tanien magis com- 
plicata 9 et ad applicationes minus vfilis euaderet , quam praecedens. 

19- 
Formulae generales, qqas pro mensura curuaturae et pro va« 
riatione directionis lineae breuissimae in artt. ll» 18 eruimus, multo 
simpliciores fiunt» si quantitates p, q ita sunt electae,, vt lineae 
primi sjstematis lineas secundi systematis vbique ortbogonalit^r se- 
ce^t, i. e, vt generaliter babeatur w =: 90^1 siue FzzQ. Tunc 
scilicet fit» pro mensura curuaturaef 

et pro variatione anguli d 

dE dG 

^EG.dQ^i.j-^.dp^i.^ .ig 

Inter varios casuSt in quibus baec conditio ortbogonalitatis va« 

letf primarium lodum tenet is» vbi lineae omnes alterutrius syste* 

matis , e. g. primi » sunt lineae breuissimae. Hic itaque pro valore 

Gonstante ipsius q, angulus d fit =0} vnde aequatio pro variatione 

dJ? 
anguli Q modo tradita docet, fieri debere -^ r:. 0» siue coefficien- 

tem E 9i q independentem » i. e. JE^ esse debet vel constans vel 
functio solius /7. Simplicissimum erit, pro /> adoptare longitudineni 
ipsam cniusque lineae primi systematis^ et quidem^ qupties omnes 
lineae primi systematis in vno puncto concurrunt» ab boc puncto 
numeratam, vel, si communis intersectio non adest, a qualibet linea 
secundi systematis. Quibus ita intellectis patet ^ p e\ q iam eadem 
denotaret quae in artt. 15 > I6 per r ef cp expresseramus , atque 

E 
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fieri E zz i» Ita duae EDrmulae praecedentes iant transeunt in has: 

/^AO\» dd<? 

AG 

vel statuendo ^G z^, m^ , 

1 ddm d/n , 

m d/>* d/> ^ 

Generaliter loquendo m erit f unctio ipsarum p , </ atque m^q ex- 

pressio elementi tuiusuis lineae secundi systematis. In casu spe- 

ciali autem^ vbi omnes lineae p ab eodem puncto proliciscunturt 

manifeato pro pzz ease debet m zz Ol porro si in hoc casu pro q 

adoptamus angulum ipsum, qtiem elementum primum cuiusuis lineae 

primi systematis facit cum elemento alicuiiis ex ipsis ad arbitrium 

electae » quum pro valore infinite paruo ipsius p , elementum liaeae 

secundi systematis (quae considerari potest tamquam circulus radio 

p descriptus) , sit ^ pdq^ erit pro valore infinite paruo ipsius py 

Am, 
m ^ Pf adeoque^ pro /> = simul m = et ^ — = J* 

20. 
Immoremur adhuc iidem suppositioni , puta p designare inde- 
finite Idngitudinem lineae breuissimae a puncto determinato ^ ad 
punctum quodlibet superficiei ductumi atque q angulum, qaem pri- 
' mum elementum buius lineae efficit cum elemento primo alicuins 
lineae breuiss^^mae ex ^ proficiscentis datae. Sit J3 punctiim deter* 
minatum in hac linea pro qua q zz 0, atque C aliud punctuni de« 
terminatum superficiei^ pro quo valorem ipsius q simplic^r per ^ 
designabimus. Supponamus, puncta B^ C per lineam breuissimam 
iuncta, cuius partes, inde a punclo B nunieratas, ihdefinite vt iji 
art. j8 P^P ^ denotabimusy nec non perinde vt illic, per Q angu- 
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lain» cpiem quoduis elementum ds facit cum el^mento Apz denique 
^nt $^y ff valore^ anguli in punctis B^ C. Habemus itaque 
in superficie curua triangulum lineis breuissimis inolusum f eiusque 
anguli ad J7 et C, per has ipsas literas ^inipliciter designandi ae« 
quales eruht ille complemento anguli Q^ ad 180^^ bic ipsi angulo 
6\ Sed quum analysin «ostram inspicienti facile pateat, bmnes 
angulos non per gradus sed per numeros expressos concipi , ita vt ■ 
angulus 570 17^ 4i'\ cui respondet arcus radio aequalia» pro vnitate 
iiabeatur, statuere oportet, denqtando per Stz* peripfaeriam circuli 

^o =^^ B, Q' = C 

Inquiramus nunc in curuaturam integram huius trianguli, quae fit 

— f kd(x , denotante dcr elementum superficiale trianguli; quare 

quum boc elementum exprimatur per /71 dp .d^jr^ eruere oportet in* 

tegrale ff tmdp .dq siipra totam trianguli superficiem. Incipiamus 

1 ddm 
ab integratione secundum p , quae propter ^ n — - ~» • -^ — j-, sup- 

dm 
peditat d^. (Const. ~ -^ — )f pro curuatura integra areae iacen- 

tis inter lineas primi sjstematis quibus respondent valores indeter- 
minatae secundae q, q-^-dqz quum haeo curuatura pro p^O 
euanescere debeaty quantitas constans per integrationem introducta 

dm _ ^ .-11 

* aequalis esse debet valori ipsius -r — pro /7 — » i« e. vnitati. rla- 

dm d/72 

bemus itaque dq (± — 'T")> ^^* P'^^ T" accipere oportet vatorem 

respondentem fini iUiusareae inlinea CB. In hac linea verofitperart. 

ppn^c^ ^ . d j = — d ^, vnde ex^ressio nostra mutatur in dq + dQ^ 

Accedente iam rntegratione altera a 9 = vsque ad qzz^fx-' 
tendenda , obtinemus curuaturam integram trianguli = ^ + fi' — d* 
zz A -^ B + C -"le. 

•E 2 . 



Vv 
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Curuatura integra aequalis est areae eius partis superficiei spliae« 
ricae , quae respondet triangulo , signo positiuo vel negatiuo affectae» 
prout superficies curuai in qua triangulum iacet, est concauo - co»- 
caua yel concauo-conuexa: pra vnitate areae accipiendum est 'qua- 
dratum^ cuius latus est vnitas (radius sphaerae), quo pacto super- 
ficies tota spbaerae fit == ^tT* Est itaque pars sUperficiei sphaert- 
cae triangulo respondens ad sphaerae superficiem integram vt 
± (^ 4- J? -)~ ^ — "f^) ad 4 TT. Hoc theorema » quod ni fallimur 
ad elegantissima in theoria superficierum curuaruni referendum esse 
videtur^ etiam sequenti modo enunciari potest: 

JSxcessus surnmae angulorum trianguU a lineis breuissimis 
in superficie curua concauo-concaua jormaii vltra 180®^ velde- 
fecius summae angulorum trianguli a lineis breuissimis in supet- 
ficie curua concauo - conuexa formati a 180^ mensuratur per 
aream partis superficiei spJiaericae, quae illi triangulo per di" 
rectiones normalium respondetj si superficies integra 720 gradi-- 
bus aequiparatur. 

Generalius in quouis polygono n laterum, quae singula for- 
mantur per lineas breuissimas» excessus summae angulorum supra 
2/1-4 rectos. vel defectus a 2nr4 rectis (pro indole curuaturae 
.superficiei) , aequatur areae polygoni respondentis in superficie sphae* 
rica« dnm tota superficies spfaaerae 720 gradibus aequiparatur» vti 
per discerptipnem polygoni in triangula e theoremat^ praecedente 
sponte demanat. 

21. 
Restituamus charaoteribus p^ q^* JS, Ff Gj ca significatioiies 
generalesy quibus supra accepti fuerant, supponamusque , indolem 
suyrficiei curuae praeterea alib simili modo per duas alias varia-. 
hilWs p\ q determinari , vbi elementum lineare . indefinitum expri- 
matur per 
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Ita cuiuis puncto superficiei per valores determinatos variabiliuni 
p^ q definito respondebunt valores determinati variabilium p\ q\ 
quoeirca bae erunt functiones ipsarum p% q% e quarum differentia* 
tioife prodire supponenius 

Ap = aAp 4- j3dj 
Aq = ydp -|- ^Aq 
lam proponimus nobis inuestigare significationem geonietricam bo- 
rum coefficientium ce t /3 » y t ^* 

Quaiuor itaque nunc sjstemata linearum in superficie curua 
concipi possunt« pro quibus resp. q^ p, q^p sint constantes. ' Si 
per punctum determinatum 9 cui respondent variabilium valores p^ q^ 
P 9 4> quatuor lineas ad singula illa systeniata pertinentes ductas 
supponimus, harum elementa, variationibus positiuis dj7, Aq^ Ap, dq\ 
respondentes ertint 

^E.dpj yTG.dq, V£f.dq\ \rG\dq\ 

Angulos, quos borum elementorum directiones faciunt cum dire« 
ctione fixa arbitraria, denotabimus per M, iV, M', N\ numerando 
eo sensu , quo iacet secunda respectu primae , ita vt sin (iV — M) 
fiat quantitas positiua : eodem sensu iacere supponemus (quod licet) 
quartam respectu tertiae^ ita vt etiam sin (A' — ^ M*) sit quantitas 
positiua. His ita intellectis , si consideramus punctum aliud , a priori 
infinite parum distans, cui respondeant valores variabilium p -^- dp^ 
q-^dq, p^^^Ap^ ^''h^?» l^u^ attentione adhibita cognoscemus, 
fieri generaliter, i. e. independenter a vaioribus variationum dp,dq^ 
dp\ dq, 

^rE.dp.nmM+V^GAq.AnN^iyrB^.dp^smM^+yr&.dq^alnN' 

quum vtraque expressio nihil aliud sit, nisi distantia puncti noui a 
linea , la qua anguli directionum incipiunt. Sed habemus , per ho- 
tation^m iam supra ' introductam N ^ M zr, caj et per analogiam 
statuemus N' -^ M' =r «', nec non insuper A' — M^ := o^. Ita ae- 
quatio modo inaenta exhiberi potest in forma sequente 
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^TE.dp. 8in(il!f' — « + a//) :f VG.Aq. sin {M' + ^) 

= VBf.dp'. sin JXf ' + V" e' . d^ sin (JK' + «') 
vel ita 

V ^.d;> ,8in(JV'— « _ «') ^- ^z) + V* G.d^f.sin^iV'— «' + "4/) 

• = V£^.dp sin(7V' — w') + VG'.iq sinA' 

Et quum ae^atio maniFesto independens esse debeat a directione 
initialiy hanc ad lubitum accipere licet Statuendo itCtque in forma 
secunda N' zz Oi vel in prima M^ zz 0» obtinemus • aequationes 
sequentes: 

V JS' . sin w' . dy r: V*-E-sin (oj + a/ — yld'^P + ^ Gss\n((J — ylO'^9 

V^G'. 8inci;'.d5' = v^-E'. sin^-J/ — (o).Ap + V^G.sin-J/ , dj 

quae aequationes quum identicae esse debeant cum bifi 

dp = aip + /Sdqr • 

* d/ =: ydj!7 + ^d j 

suppeditabunt determinationem coefBcientium cti j3i y? ^* E^rit scilicet 

«. /• -^ . sin(ai4-ftj^ — \//) a ^ r^ sin (g; ^ — \^) 
x!f 6in o; "^ x^ . sm a; 

Gr sin o; * 6r sm (a 

F F' 

Adiungi debent aequHtiones cos ui = TFpTi* cos a/ sz TTrrrr^r^ 

EG^FF . , E^G' — F'F* 
sm 0) == V — . e;W — f 8in o; = V w^, ^ vnde quatuor 

aequationes ita «[ooque exliiberi possunt 

a V (,JEfG' — FT^^^VEG'. sin (« + u' —\p) 
^V^HG' — PF') = VGG.AnijJ^'^) 
•iVlEG — F^F')::: V E^ . sin (%^ — w) 
a / (fi'©' — i^ i^) = V^ G ^' . sin ^f/ 

Quum per substitutiones dp' s^adp ■{• fidq, dq'ziydp-{-idq 



% 
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trinomium E^Ap^ + 2F'Ap\dq 4- G'Aq^ transire debeat in 
Edp^ + 2Pip' iq + G^dg*^ fkcile obtinemus 

EG ^ FP - (E^G' -^ P'F') (ai — jSy)* 

et quum vice versa trinomium posterius rursus transire debeat in 
prius per substitutionum 

* 

{aS^&y)dp= Sdp'^0dq\ (a^— 3y)d5f = — ydy + ctd/, 
inuenimus 

ESi - 2Fyi + Gyy = — —f^, . ^' 

£/3^- i^(«(J+/3y) + Gcty = ^r^i^^ F' 
E^&^ 2Fal3 +Guu= ^^^ZZL.^. & 



22, 
A disqiiisitlone genei^ali art praec. descendimus ad applicationem 
latissime patentem, vbi, dum /> et j etiamnum significatione generalis- 
sima accipiuntur, jpvo p\ q\ adoptamus quantitates in art. 15 per r, ffl 
denotatas, quibus characteribus etiam hic vtemur, scilicet vt pro 
quouis puncto superficiei r sit distantia minima a puncto determi- 
nato, atque ^ angulus in Jhoc puncto inter elementum primum ip- 
sius r atque directionem fixam. Itahabemus JB' z= 1, F' zzQt oj^ OO^s 
statu^mus insuper yTG' zzzm^ ita vt elementum linear^ quodcunque 
fiat = V" (d r« + mmd(p^). Hinc quatuor aequationes in art. praec 
pro it) ^j y» ^» erutae^ suppeditant: 

VJS.cos(a;-4/)= ^ ,,(1) . 

V^ G.cos 4. = ^ ...(2) 

V^J5.sin (^|/ - OJ) = /«. ^ (3) 
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* 

^fG . sin \1/ = m . —- • • (4) 

Vltima et penultima vero Iias 

(drN* dr dr ^/^drN* 

Ex bis aequationtbus petenda est determinatio quantitatuin 
^f ^^ 'v^ ^^ (si opus videstur) tti, per /> et 9:. scilicet integratio 
aequationis (5) dabit r, qua inuenta integratio aequationis (6) dabit 
^, atque alterutra aequationum (l), (2)'ipsam \j/: denique m ha- 
bebitur per alterutram aequationum (3)1 (4)« 

Integratio generalis aequationnm (5)» (6) necessario duas lun- 
ctiones arbitrarias introducere debet, quae quid sibi velint facile 
intelligemus, si perpendimus, illas aequationes ad casum eum quem 
hic consideramus non Ifmitari^ sed perinde valere» si r-et (h acci- 
piantur in significatione generaliori art. 15, ita vt sit r longitudo 
lineae breuissimae ad lineam arbitrariam determinatam normaliter 
ductae, atque ^ functio arbitraria longitudinis eius partis lineae, 
quae inter lineam breuissimam indefinitam et punctun> arbitrarium 
determinatum intercipitur, , Solutio itaque generalis haec omnla in- 
definite amplecti debet, functionesque arbitrariae tunc demum in 
definitas abibunt, quando linea illa arbitraria atque functio partium 
quam ^ exhibere debet, praescriptae sunt* In casu nostro circu- 
lus iijinite paruus adoptari potest, centcum in eo puncto habens» 
a quo distantiae r numerantur, et (p denotabit partes fauius circuli 
ipsas per radium diuisas, vnde facile colligitur^ aequatipnes (5)9 (6) 
pro casu nostro complete sufficere, dummodo ea, quae indefinita 
relinquunt^ ei conditioni accommodentur , vt r et ^ pro puncto illo 
initiali atque punctis ab eo infinite parum distantibus quadrent. 
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Cetenim quod attinet ad integrationem ipsam ae^ationmn (5), 
(6)9 constatf eam r^duci posse ad integrationem aequationum dif« 
ferentialium vulgariura» quae tamen pleruBtique tam intricatae eua« 
dunt, vt parum lucri ifide redundet. Contra euolutio in series, 
quae ad vsus practicos» quoties de partibus superficiei modicis agi- 
tur, abunde sufficiunt ^ nullis difficultatibus obno;iLia est, atque sic 
formulae allatae fontem vberem aperiunt, dd multa problemata gra- 
vissima soluenda. Hoc vero loco exemplum vnicum ad methodi 
indolem monstrandam euoluemus. 

23. 

Considerabimus casum eum, vbi omnes lineae, pro quibu^ p 
constans est, sunt lineae breuissimae orthogonaliter secantes lineam 
pro qua ^ = 0» et quam tamquam lineam abscissarum contemplari 
possumus. Sit A punctum pro quo rzrO» 2> punctum indefinitum 
in linea abscissarum , AD-zzp^ Ji pnnctum indefinitum in linea 
breuissima ipsi AI> an D normali, atque BD zz q^ ita \i p con- 
siderari possit tamquam abscissa, q tamquam ordinata puncti B\ 
abscissas positiuas assumimus in eo ramo lineae ^abscissarum , cui 
respondet ^ = 9 dum r semper tamquam quantitatem positiuam 
spectamus; ordinatas positiuas statuimus in plaga ea, vbi ^ nume- 
ratur inter et 180^« 

Per theorema art. 16 habebimus ca = QO^i Fzn 0, nec non 

6=1; statuemus insuper V^ E:^n. Erit itaque n functio ipsarum 

/7, 9> et quidem talis, quae pro 9 = fieri debet = l. Applica- 

tio formulae in art. Ig allatae ad casum nostrum docet, in quiuiis 

' d» 

linea breuissima ^s&^ debere dd = — T' •^P^ denotante d angu- 

lum inter elementum huios lineae atque elementum Jineae pro qua 

q constans: iam quum linea abscissarum ipsa sit breuissimay atque 

d/i 
pro ea vbique = 0^ patet, pro ^ = vbique fieri debere -p = 0* 
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Hinc igitur colligimus i si iz la seriem ^ecundum potestatee ipsius q 
prOgredientem euoluatur, Iianc babere debere CDrmain ^quentem 

w = 1 + fqq + gq^ + hq^ -f etc. 
▼bi fygyh etc. erunt functiones ipsius p^ et quidem statuemus 

/ = /° +/> ^- fpp + «*«• 

8 = 8" + gP + 8"PP + «*«• 
A = Z»o + A'/> + A"/>/> + etc. 

etc. siue 

• » = 1 -^ /^'qg + /'/»?5' + fppqg + etc* 

+ ^* ?* + SP.I* + **<*• 

-J- Aog* 4- etc. etc 



24. 

Aequationefl art. 22 in casu nostro auppeditant 



- , dr f dr 

nsmw^-r— f cos\l/zs— f 
^ dp dg. 



dq 



- r- ^9 

dq 



/'dr\« 



"" = "» Cli)* + Q§) 



dr dO) dr d© 
d 9 dq dp dp 



Adiumento harum aequationam^ quaruni^ quinta et sexta iam in 
reliquis continenturi series euolui potervnt pro r, (p^ \^^ m» vel 
pro quibuslibet functionibus harum quantitatum^ equibus eas, quae 
impriniis*attentione sunt dign^e» Iiic sistemus. 

Quum pro Taloribus infinite paruis ips^rum p^ q fieri debeat 
rr ^ pp + qq^ series pro rr incipiet a terminis pp + qqi 
terminos altiorum ordinum obtinemus per methodum coclficientium 
indeterminatorum ^) adiumento aequationia 



dq) 



= Aff 



^) Calculuni, qui per nonoulla avliflcia pauilulum contrahi potest, hic 
acTscribere supeifluum duj&imuji« 
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scilicet 

1 itj' 

Dein habemust dueente fonnula rsinyLzs •— — . 

2» dp 

[2]r»w-4/zzp^^fOpqq'~-if'ppqq--'(if+^%fofo^pSggete^ 

—kg^PH* — igppq^ 

nec non per fonnulam r cos -^^ := | . -3 — 

[3] rcosyl^^q + ^rppq-^irp^.qr^Cir-^M^f^^P^q etc. 

.+ 4^m9' +UV?5r 

Hino fiimul innotescit anguhu yl/m ^ Perinde ad computum anguli ^ 
concinnius euoluuntur' fieries pro rcos^ atque.rsinS), quibus in- 
seruiunt ae^ationes differentiales partiales 

T = ;7COsffi..8m'4/— «>rsin9. -X 

dp ^ ^ /^ d/i > 

d.rcos(P ^ - . ^ d (P 

— - — ^ = cos^. cos\I/ ~ rsmffie— ^ 

dg ^ dq 

d.rsinCP . .» » t • /» ^4) 

^' zz /isma).sm\f/-t- rcos^.— ^ 

dp dp 

d.rsin® . ^ • ' ^ dfl) 

dq y ^^ ^ dq 

72 cos \I/ . —5. + sin\|/.--2: r: 
djf dp 

quarum combinatio suppeditat 

rsin^J; d.rcosO , ■ d.rcos© _ 
21 . 1. -|- r cos yl/ . =. rr r cos (p 

n dp . dq 

. F 2 
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rsin\l/ d.rsinfl) , , d.rsinffl 

• — j — ^ + rcosyp 5 — r = rsinffl 

Hinc facile euoluuntur series pro rcos^, rsln^, quarum termini 
primi manifesto es&e debent p el q^ puta 

l4]rcosg>zzp + ^fOpqq^^^fjppgq^(^f'_^^fojo^pS^ 
[5] rsin<p = q-\fOppq^lfp%q — (^^^f'_.^jofo)pAq etc- 

— is^^ppqq — sWp^ g^ 

E combinatione aequationum [2], [3], [4]. [5] deriuari posset se. 
ries pro rrcos(\|/4- ^), atque binc, diuicfenQlo per seriem [l], 
series pro cos.(\^+^), a qua ad.seriem pro ipso angulo -v^ + © 
descendere liceret. Elegantius tamen eadem obtinetur sequenti 
modo. DifTerentiando aequationera primam et sedundam ex iis^ 
quae initio Luius art. allatae sunt, obtinemus 

^ dgr ' ^g ^q 

qua combinata cum hac 

, dffl , . , d0 
wcos\L/:.— ^ + sm\I/,— r. — q 

d r/ dp • 

prodit 

rsnnf/ ^ d« _j_ rsinj. -d(^f/-t-^) , ,,. , d_(4^ + ^) _ 

w di/ 72 d/i d(/ "■ 

Ex bac aequatione adiumento methodi couHicientium indetermina- 
torum facile eliciemus seriem pro \// + ^ , si perpendimus ipsius 
terminum primum esse debere ^TTf raJiopro vnitate accepto, atque 
denotante 27r peripheriam circuli, 
[6] yl^ + ^^iTr—fOpq-^fppq^^if^—lfofo^pSq etc. 

^g^^pqq —igppqg 
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Operae pretiiiin videtur, etiam areani trianguli ABD in se- 
riem euoluere. Huic euolutioni inseruit aequatio conditionalis se- 
q\}ens, quae e considerationibus geometricis satis obuiis facile de- 
riuatur, et in qua S aream quaesitam denotat: 

rsin\!/ diS , d^ rsin\I/ P , 

-^ . — + rcos\L/. T- = — • / »dg 

n up ' ^ dq ^ J 

integratione a 9 z: incepta. Hinc 'scilicet obtinemus per metho- 
dum cOi-Tficientium indeterminatorum 

^i^fpH^ - ^8''p^qq-'-^gp*q(i 

—rvg^^pg^—t^gppq* 



25. 

A formulis art. praeCi quae referuntur ad triangulum a lineis 
breuissimis formatum rectangulumj progredimur ad generalia. Sit 
C aliud punctum in eadem linea breuissima DB9 pro quOf ma- 
nente j7, characteres q\ r, (p\ yi/, S^ eadem designent, quae q, r^ 
(Pi ^l/y S pro puncto B. Ita oritur triangulum inter puncta yl^ j?, 
6*9 cuius angulos per A^ By C» latera opposita per a^ b^ Ct 
aream per a denotamus; mensuram curuaturae in punctis ^/, B9 C 
re.<;p« per cct 3' V exprimemus. Supponendo itaque (quod licet}» 
quantitates, p^ q\ q— q esse positiuas, habemus 

ji=<p — (p', Bzz^l/j Cziit — ^l/.a — q — q.b-^zrycz^r, a=S—S^. 

Ante omnia aream cr per seriem exprimemus. Mutando in 
[7] singulas quantitates ad B relatas in eas quae ad C referuntur, 
prodit formula pro S', vnde, vsque ad quantitates sexti ordinis 
obtinemus 
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—■^vfpdSpp + 7qq + Tq<i + T4q) 

— s\r^'(5f+5^)(3/>P.+ 4?Sf + 45^9^ + 4?'?')) 
Haeo formula * adiumento seriei [2] puta 

c «n 5 = p (1 •,- 1/0 jf y. - 1//) 9 5r - i ^ y» — etc.) 

transit in sequentem 

(T =; i acsin^ (1 — ^/® (p;? '— y ^r + y g' -Jr ?' ?') 

— ^/'/»(6i'p— 87? + 7^5^,+ TfzV) 

— a*5^*(3pp? + 3pp7'— ^j^ + ^yjs^^ + ^gs^^ + ^g'*)) 

Mensura curuaturae pro quouis superficiei puncto fit (per art. 
19, vbi m% Pj q erant quae hic sunt n, q, p) 

"" n Aq* ~^ 14- fqq -f- etc. 

= — 2/ — e^'? — (12 A — 2ff)qq — eto. 
Hinc fit, quatenus /), ^ ad punctum B rereruntur» 

= — 2/° — 2//> — 6^°? — 2f'pp — 6g'pq 

— (12 A° — 2f^f*)qq — eto. 

nec non 

y = - 2/« — 2//» — 6g°q — 2/"/»^ — 6^p4 

— (12 A*» — 2/V°) H' — etc 

«=:-2/'» . 

Introducendo lias mensiuas cumaturae in serie pro Ct obtinemus 
expressionem sequentemi vsque ad quantitates sexti ordinis (exd.) 
exactam: 

0- = I acsin5(l+ zlzeti^PP — 2qq + 3?g' + 3?'?') 

+ T2T /3 (3pp — 6 ?g + 6 gi'' + a<f.q) 

+ tJs V(3i>/' — 2g? + qq' + ^^i'')) 
Praecisio eadem manebit, si pro p^ q» q *8ubstituimus csin jS, 
ccosBf ccos.fi— >a» quo pacto prodit 
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[8] 7^icicAaB{i + t^B^ (3<>^ + 4 cc — ^accosB) 

.+ r5v3(3aa + 3cc — ±2acoQsB) 
+ xl^yiAaa + 3cc — Qaccosi?)), 
Quum ex hac aequatione omnia c[uae ad lineam AD normaliter 
aA B C ductam' referuntur euanuerint» etiam puncta ^, j8, C oum 
correlatis intersepermutarelicebit, quapropter erit eadem praecisione 
[9] c = i bc sin^(l 4 jl-s a{3bb + 3pc ■— i2bc cos yt) 

+ tIv3 (3** + 4cc — 96ccos^> 
+ tIo y (Abb + 3cc — 96ccos^) 

[10] ff = I a6 «in C(l + Tiv<(i3aa <-{- 4*5 — 9ab cos C) 

+ Taw3(4aa + 3*6 — 9«6 cos C) 
+ T5wy(3aa + 366 — 12«AooftC)) 

« 

Magnam vtilitatem affert consideratio trianguli plani rectilineii 
cuius latera aequalia sunt ipsis a^ by c\ anguli illius trianguli» quos 
per A^^ B% C^ designabimus , differentab angulis triahguli in 
superficie curua, puta ab ^, jS, C, quantitatibus secundi ordinis, 
operaeque pretium erit^ has differentias accurate euoluere» Gilcu- 
lorum autem prolixiorum quam difficiliorum , primaria momenta ap* 
posuisse sufficiet. - 

Mutando in formulis £i]^ [4], [5], quantiftites quae referun« • 
tur ad B in eas quae referuntur ad C, nanciscemur formulas pro 
r r, r cos ®', r' sin (^. Tunc euolutio expressionis rr + r r' 
^ ((^ — . qY — 2r cos J) . r cos ^' — 2 r sin ^ . r' sin (p\ quae fit 
z^ hb + cc'^^ aa — 2hccosA :s 2 6c(cos^*— cosy^, com» 
binata cum euolutione expressionis r liin ^.rcos ^' — r cos <p . rbin ip\ 
quae fit r: ^csin^, suppeditat forniulam sequentem 

cos^/^—oos^ = — (g— g)/>8ln^(|/o ^ y^p + |^o(^^^^j 

+ ^^r^r—:,Wr)PP + 5^^^V(? + ? ) 
+ (i /*^ - ^/ V^) (^ ? + ? ? + qq) + etc.) 
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Hinc lit porroi vsque ad ([uantitates quinti ordinis 

^'* - ^ = - (? - q)p{\r + \fp + Jg° (g + q) + ^fpp 

+ i75g'pi<I-{-q) + \ho{(iq + qq' + q'q') 

'-^rf''{7pp + 7qq + i2qq''\^7qq)') 

Combtnando Iianc formulain cum hao 

2<r ■= apiX—lf^ipp + qq+qq+q^q — etC.) 
atque cum Taloribus quantitatum a* 3» y 'i* ">^t* praes. allatis, ob- 
tinemus vsque ad quantitates quinti ordinis 

[11] ^<*=^— (r(ia + r\ S + iVv+tV/'V/»+ \8P^q + ?') 

+ i^^iSqq — Qqq' + 3qq) 
+ 7V/ V° {4pp — iiqq + Uqq'—liqq)) 
Per operationes prorsus similes euoluimus 

[12] B*>=zB—(r(i^\a + i& + r\V+^rPP + ^8'p(2q + q') 

+ i^^^i^qq—Aqq+aqq) 
— ^/''/''iiPP + Sqq — Sqq + iiqq)) 

[13] C0zzC^a{j\a + j',(B + iY+^zrPP+^8P{q + 2q:) 

+ f A^Ogy— 4?«/'+ 4qq) 
— ^SfJ^^f^iiPP + iiqq — Sqq+Sqq')) 

Hinc simul deducimus, quum summa u4^ + B^ + C^ duobus 

rectis aequalis sit» excessum summae ^ + B + C supra duos 

angulos rectos, puta 

li4] ^ + Ji + -C='jt + ir(^a + ll3+iy + irpp + i8'p{q + q) 

+ {2h^ — \rr)(.qq — qq+qq)) 
Haec vltima aequatio etiam formulae [6] superstrui potuisset. 



27. 
Si superficies curua est sphaera, cuius radius ^ R, erit cl — 

1 

A® = ■ ^^ . Hinc formula [14] Bt 
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urf + 5 + C=* + 



RR 



quae praecisione absoluta gaudet; formulae 11-13 autem sup- 
peditant 



A*" zz A 



B"^ = B 



C = C 



180 R 
iht + ldR^ (pp-299 + 299+yV) 



"'"ifiO^* (P/' + 99 + 299--27 9') 



3i2-R " 180 



siue aeque exacte 



B"" zz B 



C^ zz C 



3RR 

ZRR 

a 
3RR 



180/2* 

<r 
18022* 

_5_ 

180 i2 



(66 -j- <"' — 2««) 
(aa + cc— 266) 



- (aa + 66 — 2cc) 



Neglectis quantitatibus quarti ordinis> prodit hinc theorema notum 
a clar. Legendre primo propositum. 

26. 
Formulae nostrae g-jnerales, reiectis terminis quarti ordinis, 
persimplices euadunt, scili6et 

^*= ^ — T'3<r(2a + /3 +y) 

^«= B — ^'jtrCa + 2.3 + y) 
C«= C -~^5^r(rt + /3 + 2y) 

Angulis itaque ^/, li 9 C in superPicie non sphaertca reductiones 
inaequales applicandae sunt, vt mutatorum sinus lateribus oppositis 
fianl proportionales. Inaequalitas generaliter loquendo erit tertii 
ordiniSf at si superficies parum a sphaera discrepat, illa ad ordinem 
aUiarem referenda erit: in triangulis vel nia3Limi5 in superfi^cie tel- 

G 



• 
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liiris, quorum quulem^angulos dimetiri licet, differentia semper pro 
insensihili, habcri potest. ita e. g. in triangulo maximo inter ea, 
quae annis praecedentibus dimensi sumus^ puta inter puncta Hohe- 
hagen, Brooken, Inselsberg» ybi excessus sumniae angulorum fuit 
= J4''85348j calculus sequentes reductiones angulis applioandfts 
prodidit : 

Hohehagen — 4''95113 

Brocken — 4,95104 

Inselsberg — 4,95131 

29. 

Coronidis caussa adhuc couiparationem areae trianguli ia super- 
ficie curua cum area trianguli rectilinei^ cuius latera aunt ri, 6, c, 
adiiciemus. Aream posteriorem denotabimus per apf quae fit 
zz ibcsmjf= iacsiuB'' = iabsmC^ 

Habemus, vsque ad qiiantitates ordinis quartl 

sin^^ = sin:/i — ^^ffCOs^^{2a + + y) 

siue aeque exacte 

sin^ = sin^*.(l + ^'^ftc cosu^. (2 ct + /3 +y)) 

Subsfituto hoc valore in formula [9], brit vsque ad quantitates sexti 
ordinis 

ff = ibcsinJ'\(i + jl^u(3bb+3cc—2bccosj4) + jijs0(3bb 
+ '4cc — 46ccos^ -f- X3vy(46^+ 3cc — ^bccosj^), 
siue aeque exacte 
a = a<*(l+xfo«(«« + 26* + 2co)4^ xiv3(2aa + 66 + 2cc) 

+ riT^y(2aa + 2^6+ cc)) 
Pro superficie sphaerica haec formula sequentem induit formam 

cr = a** (l+5»,aC«« + ** + ^0) 
cuius loco etiam sequentem sulua eadem praecisione adoptari posse 
facile confirmatur 

^ sin yf • sin i? • sin C 

^ "" ^ ' ^ sin.^/-.sin^<r^C* 

Si eadem formula triangulis ih superficie curua non sphaerica appli- 
catur, error generaliter loquendo erit quinti ordinis, 8( ^ * 
lis in omnibus triangulis, qualia in superficie telluris di 



sed insensibi- 
imetiri licet. 
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DETERMINATIO ATTRACTIONIS, 

QUAM IN PUNCTUM aUODVIS POSITIONIS DATAE 

EXERCERET PLANETA, SI £1US MASSA PER TOTAM 

ORBITAM, RATIONE TEMPORIS. QUO SINGULAE 

PARTES DESCRIBUNTUR, UNIFORMITER ESSET ' 

DISPERTITA. . 
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DETERMINATIO ATTRACTIONIS, 

QUAM IN PUNCTUM aUODVIS POSITIONIS DATAE 

EXERCERET PLANETA. SI EIUS MASSA PER TOTAM 

ORBITAM, RATIONE TEMPORIS, QUO SINGULAE 

PARTES DESCRIBUNTUR , UNIFORMITER ESSET 

DISPERTITA. 



A UC T O R S 



CAROLO FRIDERICO GAUSS 
SOCIET. REO. SCIENT. EXHIBITA 1818. JAN. 17. 



V, 



!• 



ariatipnea faeculareSt quas eleimenta orbitae planetariae a 
perturbatione aliua planetae patiuotur, ab hujus po(itione in 
orbita funt independentes, atque eaedem forent, five planeta per- 
turbans in orbita elliptica fecundum Kepleri leges ineedat, five 
ipfius mafla per orbitam eatenus aequabiliter dispertita concipia* 
tur, ut orbitae partibns, alias aequali temporis intervallo defcrip- 
tis, jam aequales maiTaa partes tribuantur, fiquidem tempora 
reyolotionum planetae perturbati et perturbantis non' fint com- 
menfurabilia. Theorema hoc eleganSi fi a nemine hucusque di- 
fertis yerbis propofitum eft, faltem perfacile ex afironomiae 
phyficae priocipiis demonfiratur. Froblema itaque fe bffert tom 
per fe, tum propler plura artificia, quac ejus folutio requirit, 
attentiorie perdignum: aitractionem orbitae planetariae^ aut fi 
mavis, . annuli elliptici» cujus cralEties infinite parva, atque^ 
fecundum legem modo explicatam variabilis, in punctttm quodp 
libet pofitione datum exacte determinare* 

A a , % 



\ 
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Denotando excentricitatem orbitae per e^ atque puncti cu]u«« 
vis in ipfa anomaliam excentricam per E^ hnjus elemento A E 
refpondebit elementum anomaliae mediae (t ~ e cos £) d£; 
quamqbrem elementum malTae ei orbitae portiunculae, cui /e* 
fpondent illa elementa, tribuendun(i| erit ad maflfam integram^ 
quam pro unitate accipiemuSt ut (i — e cos £) d £ ad ft 71*^ ex- 
primente 7t remicircumferentiam oirculi pro radio i. Statuendo 
itaque diftantiam puhcti attracti a puncto orbitae =: g, attractio 
ab orbitae elemento producCa erit 
: , _ (i -> e co8 £ ) d £ 

I)engnabimu8 remiaxem majorem per a, femiaxem minoreoi 
per bf atque illum tamquam lineam abrciflarumy centrumqua 
ellipns tamquam initium adoptabimus. Hinc erit aa^bbznaaee 
abfcifTa pnncti orbitae zz a cos £» ordinata ir b fin £. Denique 
diftantiam puncti attracti a pl^no orbitae denotabimus per C, 
atque coordinatas reliquss axi majori et minori parallelas per 
jt et B. His ita praeparatis, attractio elementi orbitae decompo* 
netur in duas axi majori. et minori parallelas atque tertiam plana 
orbitae normalem , puta 

{/i — a cos £) (i — e cos E) dE 



fiTTg^ 



(B — 6 fin £) (i — e C08 £) d £ 
C (1 — ^ C09 £) d£ 






aitg 
nbi £— V(C^ — o cos E)* + (B— 6 fin\B)» + CCy 

■ IiHegratis Iiisce difFerentialibus ab £=a usque ad Krrs^o^ 
prodibont attractiones partiales q^ Tjf ^ fecundum directiones^ 
directionibus coordinatarum oppofitaSy e quibUs attractio integra 

compo* 
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comporaa erit,. et quas per methodum notam ad qusslibet alias 
directiones referre licebit* 



Rei fumma jam in co verfatur, ut introdncta loco ipliua E' 
alia variabili, quantitae radioalis i« formam fimpliciorfm rediga* 
tur. Ad huno iinem (tatuemus 

u + d' cos T+a'' fin T 



cos E =: 



fin £ = 



y -}. y/ cos T + y'' fin T 

S+ ff' cos T+e'/ fin T 



y + y' cos I' + y'' fin T 
nbi autera novem coeificientes ctf ctf^ a^^ etc. manifefio non funt 
penitus aTbitrani, fed ceriis conditionibus fatisfacere debcnt, quas 
ante omnia perfcrutari oportet. Primo obfervamus, fubfiitutio- 
liem eandem manere, fi omnes coeiEcientes per enndem factorem 
multiplicentur, ita ut absque generalitatis detrimento uni ex ipus 
valorem determinatum tribuere,,e. g. fiatuere liceret y=is atta- 
mcn concinnitatis caufla omnes novem aliquantisper indefimtx 
maneant. Porro monemus, excludi debere valores taleSf ubi 
ctff ce, a!^ vel g', ^\ S'^ ipfis y, y', y*' refp. proportionales efient? 
alioquin enim E haud amplius indeterminata maneret. Nequeunt 
igitur y^cd^' — y"rt^ y''ct — ya'', yct' — y/ ct fimuL evanesccre, 

^ Manifefia coeflicientes oct tt\ a^* etc» ita comparati eflo 
debent. ut fiat indefinite . 

. (rt + <t' cos r-f- a" fin T) « 
4r (5 + f'.cos T+ S" fin T)* ? =3 o 

— (y + y' C08 r + y" fin r) « 

vnda aeceiOario haec functio habere debet forinaiD 

A (co» r« + fin r« — »i 

-■- " Hinc 
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(O 



Hinc coUigimus fex aequationes conditionalM 

— a et — ff^-|-7y=: A 

— a' «' — ^' ff' + V y' = — * 
_ oL"a."^ ^"^"'-^ y'V'= -*- * 

— a> a." — ff' ff" + y' y"= o 
—. a"«e — e''^'+y''y = o 

— a a* — ff ff' + y y* = o 

\ 

Ab his aequationibus pendent plures aliae, quas eyolvere 
operae pretium erit. Statuendo brevitatis caufTa 

rte'y"+ a'^"y + a"ffy'— a^''y'— ce'-^y" — «"^'y =« (") 

e «ombinatione aeqnationum (I) facile derivantnr ^ovem fequentes : 

€«t = — A (ff/y"— y'ff'0 ] 

€.e = — A (y'rt''.— a'y^') 
ey = + A (a'ff"— 5'a'') 
£«> = + A (ff''y — y"f) 
£e'= + A (y'«t — a"y) 
ey'= — A(a"ff — ff"a) 
€«</= + A(ffy' — yff') 
£e'/= + A(ya' — ay<) 
ey"= — A Ca ff' — ffa') J 

B tribus primis harnm -fleqiiatiohum rurfus deduclmus hanc^ 

8 a {S'y'' — y' S"') + e€ (y ' a" — a' y'0 + e y (a' ^ ' — ff' a') ^ 

— A(ff'y"— y'ff")'— A(y'a" — a'y")*+A(a'^'— €>a'0* 
cui aequivalens eft haec: 

e e = A (— a'tf* — «'^' + y'yO (— «"a'' — 5*'?''+ y"y'0 

— A (— a*a" — ff'ff" + y'v"y 

quad adjumento aequationum s, 3, 4 in (I) mutatur in hanc: 

ee = A3 :(IV) 

Aeque 



(III) 
I 
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Aeqoe faci^le ex aequationibus (I) derivantur hae: 

(f/y// — y' §^0* = — A (A — a.'ot} — a"rt'0 ] 
(y/ «// — rt/ y//)« := — A ()l — ff' g» — ff'' ^'0 

(«' ff" — ?' a'0' = + A (A + y' y< + y"y'0 
(g// y — y"f )• = + A(A + «e rt — a." a>') 
(y"a — ft<'y)« = + A(A + ^ ff — ^''^'0 
(a"ff — e^a)» =- A(A — yy + y^VO 
(^y/ ^ y^/)« = + A(A -j- «rt — a^ce') [ 
(ya'— rtyO» = + A(A + ^ff — ff' ffO 
(aff' — ^aO' = — A(A — yy + y/yO j 
Exempli cauITa evolutionem primae adfcribimu», ad cojus 

infiar teliquae facile formabuntur. Aequationes 4, s, 3 in (IJ 

Xcilicet fuppeditant 

(y/y// — ^/f'/)a --(y'y' — t'^') (y'V — ^''^'0 = «'«'«"'«" 

— («' a' — A) (a" a" — A) 
q.uae aequatio evoluta proiinus ipfam primam in (V) fiftit. 

Ex hia aequationibus (V) concludimus , valorem A = o in 
disqnifitione nofira haud admilfibilem efle; hinc enlm omnes 
novem qilantitates ^' */" — */' ^" etc. necelTario evanescerent , i. e. 
coelficientes a, a', a" tura ipfis StS^S"» tum ipfis y, y', y" pto- 
portionales evaderent.- Hinc etiam, propter aequationem lY, 
quantitas e evanescere nequit; quamobrem A necelTario debet 
.elTe quantitas pofitiva, fiquidem omnes coeJficientes a, a', a" etc. 
debent efle reales. Combinatis tribus aequationibus primis in (III) 
cum tribus primis in (V), hae notrae prodeunt, cjuae manifefio^ 
a valore ipGus A*non eyanescente pendent: 

f e — ff' ff' — ^^ g^'' = — A [ (VI) 

yy — y'y' — y''y'^ = + A ) 
Combinatio reliquarum easdem produceret. His deniqne adjun- 
gimus tres fequentes: 



/ 



% -. 



\ 



i 
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fy — g'y/ _ ^OyH =: o 



ya — y'a* — y"a" = o [ (VII)' 
aS — a'ff' — a."€" =o 3 
quafl facile «x aequationibus III deriTantur; e. g. fecunda, quinta 

• * • - 

et octava ruppeditant: 

e^y — eff'y'— e^'y" = Ay(y'a"— a'y'0--*y'(y"ee — a"y) 
— k y^' (y ot' — a yO = o . 

Manifelto hae quoqxie aequationes ab excIuGone valoris A = o 

funt dependente» *). 

Ouoniam» ut jam fupra monuimus,. omnes coefficientes 
a CL* ti^' etc. per eundenii factorem muUiplicare licet, unde valor 
ipfius h per quadratum ejusdem factoria multiplicatus prodibit^ 
abhinc fcraper fupponemus 

A = 1 
quo pacto neceffario quoque crit vel e ;= + i vel e = •^ i. 
patet itaque, novem coefficienles a, a', a'' etc., inter quos fex 
aequatioiies conditionales adfunt, ad tres quantitates ab invicem 
independentes reducibiles <effe debere, quod quidem commodiflime 
per tres angulbs fequenti modo ef&citur: 

a = cos L tang N 

^ = fin L tang N 

y n fec N 

a^ = cos L cos M fec N i: fin L fin M 

^' = fin L cos M fec iV = cos L fin M 

y' = cos M tang N 

d^' :?: C08 L fin M fec 7V =p fin L cos M 

g*'' = Gn L fito M fec N i!= cosL cosi M 

y'' = fin M tang JV > v 

ubi 

«) Forfan baiid faperfluum crit monere, noi inalyfin praecedentcm con- 

fijlto el^iffe, atque alii derivationi relationiMn III — VII practuliffe, 

quae quamquam aliquaDtnlum clegantior viderctur, tamep, accurate 

examinata, quibusdam dubiis obnoxia invcnta eft, quae non fine am« 

' ' bi^ibus removere Ucuiffet. 



^v 
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ubi fignorum ambiguoraai fQperf^Ara referuntnr ad cafum £ =r 4- i 
inferiora a'd cafum e =< — * i. Attamen tractatio analytica ad 
maximam partepi elegantiua fine ufu horum angulorum abfolui- 
tur. Ceterum haud difficile foret, fignificationem geometricam , 
tum .horum angulorum, tum reli<]uarum quantitatum'auxiliar^um 
in hac diaquifitione occurrentium aflignare; banc irero interpre« 
tationem ad ioftitutum nofirum haud necelTariam lectori perito 
explicandai!n linquimus. 

Si jam in exprefiione difiantiae g pro cos £ et fin E ralorea 
fupra alTumti fubAitunntur, illtf in h^nc formam tranfibit: 

V(G4-G^cosTg+G^^fin r^^ fl f?cofirfinr-}-flf/^fin T+aH ^^ cos T) 
^*" "^ ~ y + y' coa T+ y" fin T "» ^^ 

nbi coefficientes Uf aU ct'^ etc. ita determinabimus, ut faluia fex 
aequationibus conditionalibus 

— ccrt — S*ff+yy= 1 

— a' t*' — ff' S' + y y' = -^ i 

— et''a"— C'e^"+ y'/y''= — j. l 

— a"a — e''S + y"y = o 

— rt a' — e ff' + y y' = Q 

adeoque etiam reliquis inde demanantibus , fiat 
H = o, H' = o, H''= o 

quo pacto problema generaliter loquendo erit determinatum. 
Quodfi itaque denominatorem ipfius p per t denotamus, tranfiro. 
V debet functio trium quantitatem ^, t cos £, f fin £ haeo 

(^J^BB -{-dC^tt +aa {t cos E)^ -^-bb (t &nEy — aa^t. t cosE 
— Tfib Bt, t fin £ 

per fubfiitutionem 

B t 
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in 



t cos E = a + a* cbs T -\- et>* fin T 
* fin E = ^ ^- g"' cos r + e" fin T 
t = y + y' cos r 4- y" fio r 



G-\- G' cos r« + G" fin T« - 

Manifefto hoc idem eft, ac fi dica*, functionem trium iDdetermi. 
natarum x, y, z Iianc (fT) 

oaxx + bbyy ^ (^AA-^BB + CG) zz — fia^x» — a&Bjs 
J»er fubftitut^pnem 

X =r a M + a' u' 4- «'/"u" 
y = ff « 4- ^/ u' 4- 5« tt'' 

* = y M 4" y' u' 4* y" «*" 

m fonctionem indeterminatarum u, u\ u*' hanc 

Guu 4^ G'u'u* 4- G'*u"uf* 
tranfire debere. At quum ex his formulis, adjumento acqaatio» 
nnm [ij facile fequatur 

" = — ax — Sy 4- y« . 

«' = ' ccfx 4- ^'y — y's 

m"= «"x4- ff''y— y/'z ' 
manifefio functio ^ identica elTe debebit cum'hac 
<r{-ax-Sy 4- ya)2 + 6'(a'3c-H ?'y-y'=5)* 4-G«(a"3C -f-ff"y -y"i)« 
uade habemus fex aequatlones 

«« = Gaa 4- G* a'a* 4- G" a*' a** 

■ bb = Gss + G'ss* + G"S"e" 

^A-\BB + CC=i Gyy 4- Cy'y' 4- G"y''y" 

fcB = <r?y 4- Ce"'/ 4- G*' ^"y'* 

_a/i zz Gyct 4- Gf^a' 4- G" y" a" 

o = GaS 4- C'a'ff' 4- G*a"S" 

Ex his dnodecim aequalionibus [ij et [aj incognitas nofira* 

G, 6', G ", rt, flt', a" eic, determinare oportebit. 



[«] 



I • 

I 

DETERIIINATIO ATTRACTIONIS kt<^ H 

» I 

E combinatione aequationum [1] ec [s] facile derirantur 
fequentes : 

^ ttaa -^- •^aA zn ctGr 

— ^6 6 + y6B = ffG 

y (Mrf^ + JBB + CC) ^ uaA ^ SbB ::z yt} 

unde fiC porroi 

^ a A 

- e = ,-|^-5 w 

aaAA bbBB 

AA-^BB^cc ^"ir?^— rrz7" = ^ ' - 

Ultimatii fic quoque exhieere pofTumus 
AA BB ^^ ^^ 

Ferinde e combinaiione aequationum [i} et [«] dedacimue 
a^ aa — ^ aA — a^G' ■ \ 

gJbb — yrbB = ^Vff' 

— y' (^^ + BB + CC) — it^a^ — €^bBzzy^Gi 
atque binc . ^ 

. y*aA 

f' = iT^ •••W 

AA BB CC _ 
«' « — G' "^ 66 — G' ~ G^ - * t^J 

et -proYfus fimili modo 

V"aA ' . ^ 

''"=a^-G5-' [9] 

B a ^/' 
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VbB 

^"='ifc-Gr/. ••C-] ■• 

Fatet itaqne, G, -^ C, — 6'^ efle radices aequationis 

Ajj BB CC • 

«a + x + fc6 + K + ^ = * •■*'•' 

quae rite evolnta ita fe habet x 

x» - (,AA+BB-\-CC -aa-bb) xx+iaabb '- aaBB - aaCC - bbJA - bbCC^x 

— aabbCC = o . • [is] 

6. ^ 

Jam dd indole hujas aequationis cubicae fequentitf* funt 
notanda. 

I. Ex aequatlonis termino ultimo ^ aabbCC concluditnr» eam 
certe habere radicem unam realem, et quidem vel pofitivam, 
yel» fi C £= Oy cifrae aequalem. Denotemus hanc sadicem rea* 
lem noB negativam per g. 
U. Subtrahendo ab aequatione la^ ita exhibita ^ 

Ajix BBx 

aa -^^x * bb -{-x 
hanc: > 

jtJg BBg ^ 

^-^«^ + ^-»" bb^s ^ '-'' 

et dividendo pcr x—- ^^ oritur nova^ duas reliquas radice» 

complectens % 

Qajjji bbBB • 

* - {aa + X) (aa + g) "^" (bb + x) (fr6 + g) 
qnae rite ordinata et foluta fuppeditat [14] 

aaAA bbBB , 

ax = - — ; 1- rj—^ aa — bb 

aa+g bb + g 

aaAA bbBB^^ /^aabbAABB ^ 

^ . - ^^ + S^bb + g^ ^{aa + g){bb^gy 

Haec 
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Hdec^ exprelHo , quam guantltas fub figno radicali n^tura fua fit 
pofitiva, vel fahem non negativa^ monltraty etiam duaa reliquaa 
radices femper fieri realea. ' ' 

IIL Subtrahencto autem ab invicem^aequationes ifias fio exhibitaa 

AAgx BBgx + gCC 

^^~ aa + x "^ bb + x 

AAgx BBffx 

gx = f- + ,-r—— + xCC 

^ tta + 5 ^ bb-^g ^ ^ . ' ^ 

et dividendo per g — x» prodit aequatio duaa reliquaa radices 
continena in hacce forma: 



o = 



AAgx 



+ 



BBgx 



+ CC 



{9a + g){aa + x) ' (fe6+^)Cfe6+x) 

cni manifefto, fi g^ eft qttantitaa pofitiva per yalorem 'pofiti vum 
ipfius X fatisfieri nequit. Unde concludimus, aequationem noftram 
Cttbicam radices pofitivas plures quam nnam habere non pofle. 

IVr Quoties itaque o non eft inter radices aequationis noftraet 
' aderupt neceflaTio i^adix nna pofitiva cum duabus negativis* 
Quoties vero C = o^ adeoque o una radicum» reliqnas copA- 
plectetur aequatio 

X X — {AA + flB — aa — • 6t) X + aa hb — aaBB — bbAA = o 
vnde hae radices exprim^ntur per 

|(^^ + BB — aa— W)=fc:i^r((^^— BB— aa + fc&)* + 4^^fiB) 
Tres cafas hic iterum difiinguere oportebit. 

Primo fi termtnus ultimus aabb — aafiB — hbAA eft pofi- 
tivns (i. e. fi punctum attractum in - plano ^ellipfis attrahentis 
intra ctirvam jacet), ambae radices, quum realfs efle debeant^ 
eodeni figno affectae erunt^ adeoque quum fimul pofitivae efle 
nequeant, neceflario erunt negatiirae. Ceteruni hoC' etiam inde» 

penden* 
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pendenter ab ils,'quae jam demonfirata fant, Inda coqcltidi poteS, 
q^iod coenicieas medius, quem ita exhibere licet 

1 1 hbJA aaSB 



(aahb — aafiB — bbJJ) (— + 77) + 



+ 



'aa ' hb^ ' «« . i^ 

xnanifeRo in hoc cafu fit pofitivus. 

" SecundOt fi terminus nltimus elt Degativus, five punctuia^ 
. attrftctnm in plano ellipfis cxtra curvam fitum^ necellario altera 
. radix pofitiva erit , altera aegativa. 

V Tertio autem, fi terminus ultimiis ipfe evaneacereti Gve 

pnnctum attractum in ipfa ellipfis circumferentia jaceret^ etiam 
radix fecunda- fieret = o, atgue tertia 

^ hhAA aaBli 
*^ ~ «a ~ bb 
i. e. negativa. Ceterum hunc -caftimi phyfice impofiibilem^ €t ia 
qti,o attractio ipfa infinite magna evader^t, a disquifitione nofirap 
. hocoe faltem ]oco^ excludemua« 



Ad determinandos coefiicientes y, y^, y'^, ex aequationibus 

if 3f 4> 6, 7, 9, 10 invenlmus 

t 
•y :=: . . ■■ „ ■ 

r, . ^A hB 



aa + G' 



66 + G' 



\ • 



y' = 



aji 



hB 



^«^--fi^)" + Crr^TT,) 



hh 







} [15] 






y' = 



aA 



bB 



^^^iM — fi"^' + ^bh^G/'^ 



bb 



OJ 



Ex 



/ » 
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' Ex his aequationibus rite cum 5 , g , 11 coxubiaatis etiam 
fe^uitur: 

, G 



y = v^ 



, AG . BG 



^G 



BG' 



^Ta-~G>^ + (fc6:=^.>" + ^^ 



v"= V 



G" 



[16I 



^G" BG" 

- . ^«T^g7'>* + ^6— (jS>^ + cc J 

fiae pofteriores exprelliones oftendnnt, nullam qnantilatum 
G, G% G'^ negativam efle pofTa , fiquidem yi y^, y^' debeni eflb 
reales. 

In cafu itaqne to\ nbi non tfi C — o^ neceflarto G aequalis 
fiarni debet radici policivae aequationis J3, patetque adeo, — Gf 
aequalem effe debere alteri radici negativae, atque — G'^ aequft- 
lem alteri "^); utram vero radicem pro — G', utram pro — G''? 
adoptemus, prorfus arbitrarium erit. 

Quoties C =2 o, puoGtumque attractum intra curvam fitumt 
duas radices negativas aequationis 13 neceflario pro — G^ et — G^ 
adoptare» et proin G == o fiatuere oportet. Quoniam v^ero in 

hoc 

«) Proprie quidem exanalyilpraecedeDte tantaminodo feqnitur, — G'ct— G'' 
fatisftcere debere aequttiooi 13, onde dablum efle videtur, aoBOO 
liceat , .otramqoe — G^ et — G^' Aiem radici negativae aequaleOBi 
ponere, prorrui neglecta radice tertia. Sed facxle perfpicietor, fiqui- 
dem aequationis^ radix feconda et tertia fint inaequalea, ez •— G'r= — G'^ 
feqoi y' — y'', «' = u{*. ^' — ^'/, et proin — «^ «'' — ^ /3" + 
7/7'' ZZ — ot' ol' — ^/ /0/ + y' O'' = I f quod aeqoationi qoaf taa 
in [t] cft contrariom. Coof. qoae infra de cafu doarum radicuin 
aeqoalium aeqoationis 13 dicentur» 



>-, 



i6 



CAROL. FRID. GAUSS 



boc cafu formula > prima in 16 fit indeterminata , formnlam 
primam in 15 ejus loco relinebimusi quae fuppeditat ' 

\ 1 






aa 



BB 



Quoties autem pro C =r o puncttim attractum extra ellipiia 
jacet, aeguationis 13 radix pofitive Batuenda eft = G, atqae vel 
negativa = — G\ et G'' = o, vel radix negativa =r — G", et 
GA = O} coefEcientem yt' vel */ vero invepieifius per forpiulam 

^AA BB' ^ 

Ceterum iu cafu jam exclufoi ubi punctum attractum in 
ipfa circumferentla ellipfis fituln fupponeretury coefHcientes y et y^, 
vel y et y^' evaderent infiniti, quod indicat/ transformationei^ 
noAram ad hunc cafnm omnino non effe applicabilem. 

8. 

Quamquam formulae 15^ 16 ad determinationem coelHcieiv- 
tium y, y^, y*^ fuificere poflent, tamen adhuc elegantiores aiE* 
goare licet, Ad hunc finem multlplicabimus aequationem [5] per 
aabb — GG9 unde prodit, levi reductione facta,. 
aa^^{bb+G) ..^^ bbBB(aa+G) ^^^ , aabbCC 

— aabb ^ GG • 

Sed. e natura aequationis cubicae fit 

fomma radicum G— G' — G'' = ^^+J3J5 + CC— aa— bb 
prodoctum radicum G G^ G^^ zz aabbCC 

Hinc aequatio praecedens tranfit in fequentem: 



G 



-OCG 



aa^- & 



+ 



= floW— GG 



qnam 
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quam etiam fic exhibere licet 
aa^^(bb + G) bbBB (oa+ G) 

na + G ~ + ~6i +&■ ^"'^ "^ ^^ ^** + ^^ + 

(C?+GO(G + G'0 = o 

Hinc valor coeiricientis y e formula prlma io [15J transmutatur 
in fequentem : 



y = V 



(«a + G) (i6 + G) 



(G-|-G')(G + G'0 
Per anHlyfiD prorfua fimilem^ ioTenitnr 

(aa — GO (W — GO 
• y' = V 



[17] 



[«8] 



(G+GO (G'V GO 
>a - G'0 (fc fc - G'0 r 1 

y"= ^(g+~G'oTg^^=^) ^*^^ 

Poltquam coefEcientes y, y^^ y'' inventi funt, reliqui a, €f 
aU S^f (xJ'% ^*' inde per formulas 3» 4, 6, 7, 9, 10 derivabuniun 



Signa expreflionum radicalium, per quas y, y^ y** determi. 
navimus, ad lubitum a^cipi poflfe faciie perfpicitur. Operae au- 
te'm pretium efi, inquirere, quomodo fignum quantitatis b cum 
fignis ifiis nexum fit. Ad hunc finem confideremus aequationem 
tertiam in III art. 3. 

quae per formulas 6, 7, 9, 10 transmutatur in hanc: 

* • abj4By'y'' abAEy'<^ 

*y ^ (aa — GO (66 — G'0 ~ ifla — G") (bb — G') 
- a6 (qo — hb) AB{G"—G') y'y" 

' " iaa^ G') iaa -^ G") (66 — GO (66^ G") ' 
Sed e conSderatione aequalionis 13 facile deducimus 
(aa + G) {aa — G') (aa — G") = aa (aa — 66) ^y^ 
(66 + G) (66 — GO (66— G'0 = — 66 (aa-^bh^BB 

C Hinc 
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X 

Hlnc aeqnailo praecedens fit 

. _ (aa -\- G) (bb + G) (G' — G") y^ y^ 

^y •" ah iaa — bb) AB 

qnae combinata cnm aeguatione 17 fuppeditat. 

e ab (aa —' bb) j4B ._ 

Vy'y' - (G 4- G') (G+ G") (G'— G'0 . 

• Hiac patet, G. pro — G* electa fit aequationis cubicae radix 

« • 

negativa abfolnte major, fimulque coe/ncientes y, y^ v'^ omnes 
pofitive accepti fint, e idem fignum nanciscip quod habet u4B, 
idemque evenira» fi his quatuor conditionibuaj vel omnibus vel 
duabus ex ipfis, contraria acta fint, oppofitum vero, fi uni vei 
tribus conditionibus adverfatus fueri?. Ceterum fequentes adhua 
relationes notare convenit, e praecedentibus facile derivandas: 

eaab^^B 

** * "■ " (G + G') (G -^ G") (G' — G'*) 

sabbABB 

€S' e" - — 



iG+G') {G-\- G")(G' — G") 

ab^B 
ce b = 



a 



/ 



ff' = — 



(G+GO (G+ G") 
abAB 



(G+GO (G^—G") 
abAB 
« *» - (G-i-G'0(G'— GO : 

10. 

FormuTae nollrae qnibusdam cafilbus indeterminatae fieri 
pdlTunt, quos feorfim confidetare oportet. Ac prxmo qdidem 
discutiemus cafum eum, ubi aequationis cubicae radices negati- 
vae — - G', — C' aequales fitmt, midey per formulas iff, ig, 
codfficientes y', »/^ valores infinitos nancisci videntur^ qtki autem 
revera funt indeterminati. 

Sta- 
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Statuendo id formula 14, g— 0$ patet» ut dqo valores ip» 

fius Xf i. e« ut — ~ G^ et ^ G^^ fiant aeguales, neceflario efleL debere 

aaAA bbBB 

AB zz O9 aa ^ bb -^ , -j^ + 



aa+ G ^ bb+ G 



zz o 



Hioc facile intelligltnr, guum aa^bb natura fua fit vel 
quantitas pofitiva, rel = o, elTe debere 

£zzo 

^ , aaAA _ _ aaAA 

aa^^bb zz r-vi, five fla^- G zi rr 

aa+ G aa — 66 

Subitituendo hos valores in aeguatione 14» fit 
G' = C = 66 

Sttbftituendo porro valorem x = M in aegtiatione cubica 1 3, prodit 
{aa^ hh) (CC + hb) = hhAA 

Qnoties haec aeguatio conditionalis fimul cum aeguatione Bzz o 
locum habet^ cafn^i guem hic tractamusi addncitur. £t quum fiat 



G = 



aaAA 
aa^hb 



aa zz 



aaCC 



formula 17 fuppeditat 
y = V 



aa hh AA aa CC + aa hb 



{aa — hh^iaaCC-^-h^) 

ac dein formulae 3, 4 

y(aa — 66) . yhhA 

oA ~ a (CC + hb) 



aaCC + b^ 



a = 



= v^ 



66(aa — 66) 
aa CC + 6* 



= V^ 

^-o 



b^AA 



(CC + bh) {aa CC + 6^) 



Valores co^flicientium y', y" per formulas ig, 19 in hoc 
cafn indeterminati manent, atgue fic etiam valores coeilicientium 
veliguorum cl\ ^\ af'y ff''. Nihilofninus per unumhorum coeffi* 

C fl cien- 
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cientium omnes quinqae reliqui ezprimi poITunt,. e. g. fit per 
formulam 6 

« - «a — ^^ 
ac dein 

e» = V(i — tt'<*' + ^yO, v"= V(yy — » — y?yO» 

tt" = •^— n » ^" = /(« — tt" tt" + y"y"). 

' aa ■•— w 

Sed Goncinnips hoc ita perficitun Ex 

y y =^ 1 + tf tff cc (*' =.y y', i = a/af + ?' S' — y' y' 
xfequitur 

b^b' + = 1 — £t'(t' + = t 

Qnapropter fiatuere poflfumus 

gf = cos /, y' = rt fln /, ct' = y fin / 
Dein vero e formulis fi a'' = ffy' — y ^S e S'' = yct^ '^ a^/w 
£ y^' = ^a' — a ^', £ 8 = i invenimus 

ct" = — • 6 y cos/, S'* — e fin /, y'' = ecc cos / 
Valor angull/* hic arbitrarius eft, nec noo pro lubitu fiatni pot»- 
lit vel i» =3 '-|- 1 vel 6 = — I. 

Si G', C runt inaequales^ valores coefficientium y, y', y'^ 
per formulas 17, 189 >9 indeterminati efle nequeunt, fed quotie» 
aliqua quantitatum aa — G', bb — G\ aa — C, bb — G'* eva- 
nescit , valor coeflieientis aV ff', ct'', y'' per formulam 6, 7, 9,^ lo 
refp. indeterminatus manere prima afpectu videtur^ quod tamea 
fcGus fe babere levis «ttentio docebit. 

Supponumus e. g.^ efl*e aa — G^, rz Of fietque, per aeqn«* 
tionem i8r y^ = o, nec non per aeljuationem 7, S' z^- o (fiqui- 
dem non fuerit fimul (ia=66;>^ unde neceflario eflfedebet a^:^:±z 1» 

si 
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Si vero fimul aa zzhb^ formula, quae praecedit fextam in art. 5^ 
fuppeditat d' A +^'-8 = 0^ quae aequatio cum a^ 0/ + S^S^ — i 
juncta, producit ^ 



\f(^AA + BBY ^ >f{AA + BB) 
Hae expreflionee mahifefto indeterminatae %^e nequeunt, 
nifii fimul fuerit ji\:zOy Brroy tone vero ad cafum io arU 
praec» }am coofideratum deUberemor» 

12. 

Fofiquam duodecfm quantitate^ G, Cr G*% a^ a', a'^ & ^^ 6*'^ 
Vt V'» V^^ complete determinare docuimus , ad evolutionem ^diffe* 
rentialis d J? progriedimur» Statuamua 

^ ±7 y + y' coa r + y" fin r . . . . , . [ao] 
ita ot fiat 

f C09 E =: cc + rt' CO8 3r +: a^* fin T . . . [aij 
« fin £ = ^ + f' coa r 4- f" fin r . • . [flfl] 
Hinc deducimua ' ' 

t AE = co9 £ d. t fin S — fin £ d. e coa E 
= cosE {IS'' cosT— ff' fin T) dr— fin£ (ct^^coa T— a' finT) dT 
adeoque 

^ed JB=(ct?'^-rtg'Oco» rd r+Cct'?. e^^rt^fin Tdr+ (ct'S''- W)dr 

= gy' C09 TdT + fiy^' fin rdr + eydr=:afdr 
fivc 

f d £ = fi d r [«3] 

Obfervare convenit^ quantitatem t natura fua femper pofiti* 
vam efle, fi coe£Bciens y fit pofiiivus, vel femper negativam, fi 
y fit negativus. Quum enim fit (y' coa T + y'^ fin T)* + 
(y// cos T — y' fin T)* = y' y' + y/'y/ = V y — * > «"' f®*^* 
per y' C08 T + y'^ fin T, fine refpeclu figni,. minor quam y. 
Hinc concludimus 9 quoties ey fit qoantitas.pofitiva, variabilea 

£ 
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* 

E et T Xeinper fimul crescere; quoties autem ey fit 4|uaDtiea8 
negativa^ necelliirio alteram variabilem femper decrescere, dum 
altera augeatnn 

^^ 

Nexus inter variabiles £ et T adhuc iiielius illuftraiur ' per 
ratiocinia fequentia. Stataancio V*(7y --* i) r= ^, ita ut fiat $i r= 
cicC-^^.SS =: y'y' + Y*^7*\ ^ aequationibus ao^ ai^ aa deducimus 

i (^ + acosE+ efinE)=y ^+rtrt + e^ff + (y'(J+ rta' + f^O «08 r 

+ (y"^ + ad" + ffff") fin T 
= (y + ^) (^ + y# cos r + y" fin T) 

I 

Ferinde ex aequationibus fii| fis fequitur 

t (£t lin E — f coa £) = € (y' fin T — y^' cos T) 

Hae aequatiobes , fiatuendo 

j = C08 JL, -T = fin L, -T = C08 2Kr , -j = fin 7H 

nanciscuntur formam fequentem: 

e (i + cos (E — L)) = (y + ^) (i -f cos (r — itf)) 
t fm (E — L) = e fin (T — M) 

unde fit per divifionem, propter (y + J) (y — J) = x, 
tang I (E — L) = £ (y — (J) tang |(r— ilf ) 
tang I (r~iW) = e (y + (J) tang i (E — L) 

Hinc non folum eadem conclufio derivatur, ad quam in^ fine 
art. praec. deducti fumus^ fed infuper etiam patet^ fi valor ipfius 
£ crescat 360 gradibus, valorem ipfius T tantundem vel crescere 
vel dimiDui, prout sy fit vel quantitas pofitiva vel negativaL 
Ceterum fiatuendo i = tang N^ y = fec JY, manifefto erit 

y — ^= lang (45^ — J N), y,^- i = lang (45^ + i N) 
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14. 
E combinatione Bequationum flo, «1, aa cum aeqnationibus 
ut, 5 obtinemns: 

a« (^ — - a CO8 E) =: rt G — a' G' cos T ^ a'* G" 6n T 
6« (B — t fin E) = ff G — ff' G' cos T — €"" G" fin J 

Statuendo itaqne breviiatis gratia 
(<t G-a' G' C08 r-a« G" fin T) (y-< « + (y '-< af) cos r+ (y"-* a") fin T) 

= «X 

(^G-ff^G^cosr-^/^G^finl^^y-tfa-Ky^-eaOcosr+^y-cce^Ofin^ 

= 6r 

C(7+7' co8r+7" finr) (7-«« -^-iy-ea') co»T+ (yff-ea^&aT) 

=: Z 

fit 

tXdT sYAT ,, eZar 



Sed babetur 



Siltt^ g 



iitt^ g 



tg= ±: V(G + G* cos r« + G'' fin T«) 
figno fuperioii vel inferion valente, pront t eft qaantitas pofitira 
vel negativa (g enim natura fua femper pofitive accipitnr), i. e. 
prout coefTiciens y eft pofitivus vel negativus. Hinc 
«dr dr 



mmm»^ 



^'rrt^g^ a7r(G+ G' cos r« + G" fin r»)^ 

ubi fignum ambiguum a figno qnantitatis yg pendet. 

Ut jam ralores ipraruai ^t ^f i obtineamua, integrationes 
difierentialium exfequi oportet, a valore ipfios T, cui refpondet 
£ = o, naque ad valorem^ cui refpoiidet E zz 360^^ five etiam 
(quod manifefto eodem redit) a valore ipfins T cui refpondet 
▼alor arbitrarius ipfiu« E^ usque ad valoremy cui refpondet valor 
ipGua £ auctu8 360^; Ucebit itaqde integrare a^T^rr o usque ad 
ar=: 360^, quoties «7 eft qnantitas pofitiva, Tel a r= 36.0^ 

. uaque 



• \ 
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usqne ad 7^ = o quodes e y ett. negattva. Manifefio itaque, in« 
«lependenter a fignO<ipfiu8 e 7, erit: 

r XAT 

' ^ ~j2iriG + G' cos r« 4- G'* fin r»)! , 

yar 



^ "J^itiG + G' 



^=/t 



C08 r» + G" fin r«)i 
zdr 



(G + G' 00» r* + o*' fin r2)i 

integratiohibus a T = o usque ad 7" =: 360° extenfis. 

15. 

1 

NuIIo negotio perfpicitur, intiegralia 

C09 r d r 






(G+ G' CO8 2*» -h <G" fin r'»)i 

fin Tdr 



(G + G' C08 r* -H G" fin T^)l 

y co8 rfin rd T 
(G + G' coa r« + G" fin T^)\ 

a 7* = iso" usque ad T = 360° extenfa obtinere valores aequ4« 
les iis, quos Daociscantur, fi a T= o usque ad 7*= i^dP ex« 
tendantur, fed fignis oppoliti3 affectos; quapropter ifia inlegralia 
a 7* z= o usque ad T = 360^ . extenfa manifelio fiunt = o. 
Hinc coUigiiHUdi eHt 1 . 

X{y-ea) a. G-{ y*—e gQ tf ^C^ cos T^ - iy"- e d") a"Gi' fin T^) d T 

S7ta(G + G' cos 7"«+ G" fin r»)l 

_ / ((y-gtf^gG-^y-eaO g ^G^cosr^-^^^^-gft/Qg^^G^^finT^jdT 

s 7r> (G + G' C08 r» + G" fio r=)i 

(C'y--ea)7+ (7'-?ea')7' co» 7» + (y"-eu")y'' fin r")Cd 7 






fl* (G + G' cos r» +,G" fin T^)l 



integra- 
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integralibns a Z*= o usque ad T= 360^ extenlis. Qnoclil ha* 
que Talores integralium, eadem extenfione acceptorum, 

C08 r« d r ' 



/ 
/ 



a*((G + G') cos r» H- (G + G"} fin r»)i 

fin 7"» d r 



« * ((G + G') eo8 r» + (G + G'0 Bn J»)! 
per P, p denotamua, erit 

«£ = ((7 — ea) a G — (7' — ««'>«' GO P + , 
' ((7 — ea) aG^ (7'' — ea") a'' G") p 

6»f = ((7 — ert) f G r- (7' — «aO ff' GO P + 

((y—ea) SG — (7" — ca'0 ^" ^'0 P 
^ = (Cy — ea) 7 + (7' — ««') y) CP + 

((7 — ««) 7 + (7" — «a") 7") C p 
quo pacto probleoia noftrum compl.ete folutum t&. 

I 

16. 

Quod attinet ad quantitates P, (7, manifeAo quidem utra- 
que lit . 



quoiies G^ = G*\ in omnibus vero reliquis cafibus ad transscen* 
dentes funt referendse* Quas quomodo per feries exprimere liceat, 
abunde conftat. Lectoribus autem gratum fore fperamus, li hacce 
occafione'determinalionem harum aliarumque transscendentium per 
algorithmum peculiarem expeditinimum explicemus, quo per 
multos jam abhinc annos frequenter n(i fumus, et de quo alio 
looo copioQns agere propolitum eft. 

Sint m, n duae quantitates pofitivae^ ftaiuamusque 
= |(w + n), n' = //« n - 

D ,^ ita . 



Ml' 



t 



V 
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ita^ut m^i n^ refp. jQt medium arithtoeiicum et geomeiricum Inier 
m et n. Medinm geonoietricum femper pofitive accipi ruppono- 
mu8. Ferinde iiat * 

m" =1 (m' + n'), n" = Vtn* n* . 

etlicporro, quo pacto ferie8m,m',m'',m'"ctc., atqu^n,n'^.n'^n'''etc. 
Terfus titnitem cQtnmunem rapidilHme convergent, quem per /i 
defignabimnsi atque fimpliciter medium arithmetico - geometricum 

inter m et n' vocabimns. Jam denofirabimus , — efie valorem 
xniegralis . . 

ar 



jfl* 



V(mm cos r" + nn fin J*) 
a 7 = o nsque ad 7 zz 360^ extenfi. 

DEM0N3TA. Supposamua , variabilem T ita per aliam P. 
exprii^iy ut fiat 

". am fin 7> 

• ° ^ ~ (m+ n) cos r'* + imfin r« 

perfpicieturque facile, dum 7* a yalore o usque ad 90^, ^Qo\ 
5170^, 360^ augeatur, etiam T (etfi iDaequalibns intervallis) a o 
usqtie ad 90®, i8o^, a^o^, 360^ crescere* Svolutione antem rite 
facta, invenitur efle 

AT '■ . AV 

V{mm cos r» + nn fin T») 
adeoque valores integralinm 

AT 



V(jn'm* cos r'« -f- n'n' fin ^"> 






)*JsL7tV:i?n* 



dP 



/(m mco8 T* + n n fin J^) ' y fl tT V^(m' m^ ^08^« + n^n' fin J/a) 
£ utriusque variabilis a yalore o usque ad valorem 360^ exten* 



\ ' 
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dimr, inler Tb aequales. Bt quam parinde ulterios contiauare 
liceaty patet, his valoribua eliam jiequalem elTd valorem integralia 

' d0 



/- 



ft7rV^(iw/Lc C08 0* +>/x firi 0*) 
a =: o vsque ad c:; Z^o?^ qui manifefto fit = — . p.E,p. 

/ ' • > ■ 

17- 

Ex aequationei relationem inter T et T* esbibente, 

(jm — n) Gn T. fin P« = am fin P — (m -f n) fin 7* 

facilfl dedudtur 

^/'{mm cos r* + n n fin T») = m — (m — n) fin 2*. fin T 

V^(infmiCQS T^ + n^n^ fin 3^*) •= m cotang T. tang T' 

atqne Iiinci adjumenlo ejusdem aequationis, 

fin T. fin r. \r(m»i cos T* + «>« fin T*) H-m' (cos T^ — .fin 7*)=: 
cos T C08 2*. \^(m'm' co» jP* + n<n' fi^ r'»>.— 4 (m — n) fin T** 

Mttltiplicaia hac aequatione per 

d r s d P 

^/'(mm cos r» + nn fin T") ~ V(m'm' cos T'* + n'-n' fin P*) 

prodit 

m' (cos r* — fin r*) d T __ 
V"(mrn cos T" + tin fin r*) "" V{m*m' cos T'* + n'n' fin T^) 

+ d. fin 2" cos . T 

m — n 



|(m — n)finr'*dr' 



IVIultiplicando hanc aequationem per 



•n* 



fubftituendo 



,u/(i„_„)=: i(mm — nn), (m — n)« = 4 (?«' m' — n' n')t ^» 2"'^ = 
1 « i^cos T'* — fin T'^), et integrando, a valoribus Tet T'=:o 



naque ad 360^ , habemus ; 



D A 



(n|7« ' 
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»/ a * '^[jnm cos 2 » + nn fin T») "" ' "Z 

Et qunm integrale definitum ad dextram perinde tranaformare 
liceat, manifefio integrale 

^ (cosT^ — finr^)dr 
J 2^V^{inm cos T^ -^ nn fin J^) 

exprimetar per feriem infinitam citilEme conrergentem ' 



s (mW- n V) + 4 (m"mV n V ) 4. 3 (m"'m"'-n"'n"') + etc. 



P 



Calculus pumericus commodifiime per logaritbmos perficitur fi 
fiatuimus 

I yrirmn - rin) =: X, {V(m*m* - n^n») = A.', \ V(m"m" •- n*'n*^) =: X« etc. 
unde erit 

. - \\ ^ k'k' , , X''X" 

X =r — . X" = — , X"' = - - etc atque 



V = 



_ g W + 4X^a^^ + 8 X'^a^^^ + etc. 

~ ' XX '"'^ 



18. 

Per methodum hic explicatam etiam integralia indefinita U 
valore variabilis = o inchoantia) maxima concinnitate alTignare 
licet. Scilicet, fi T'/ perinde per 7/4',«/, T/ determinari fupponi- 
tur, uti T' per ?fi, /i, 7", ac perinde rurfus 7*"' per z/i'/ n'' T'' 
et fic porro, etiam pro quovis yalore determinato ipfius T^^va- 

lores 



/ 
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' lores terminorom ferie T, T, T", T*f ctc ad ymitem © ciiilfime 
coniFergehty eritque 



f; 



AT 



/v 



VCmm CO8 T" + nn fin T") 
(cos T^— Cm T^) a t 



e 



vQ 



V{mm C08 y» + «n fin T») "" /jt 

, X^ cosrnn r'-f arcos T' fin r"+4 X"'p68T"finr^+etc. 

Sed haec obiter hic addigiuvifle foiEciat, qnum ad inftitu- 
tum nofirum non fitft necelTaria. 



19. ' 

Qnodfi jam ftatuimiis m = \^(G+ G'). n = Y(<?+ G'0» 
valores quantitatnm P, p facile ad transscendentes /ic v reduoen- 
tur. Qnum eoim P, p fint valores integralium . 

p C08 T^AT p fin r« dT 

J atiimmcosT^ + nn fin T^* Jaif(mmcosT^ + nn fin r")f 

a T zz o usqne ad T= 360^ extenforumy primo ftatim obvium 
eft, haberi 



mmP + HTip = -- [04] 



Porro fit 
(cos T^ 



fiB r«) d r 



+ 



{mm cos r^ -* nn fin r«)d J 
st7fV^{mm cos jT» + nn fin T^) ^ a7r{inm cpsT* + nn finT*)| 

(m w C08 T* — n n fin T*) d T . 



= d. 



•»-(»11« cos T» + nn fin T^)! 

C08 T?mT 



it V(irt I» coa T* + n n fin r») 



Inte> 
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Integrando hanc ^e^nationem * T zs o usque ad. T = 360^, 
prodit 



— 4- »imP'— nnO = o 



• • 



[•5] -. 



£ combinatione aeqaaiionum a^, 05 deniqae colligimiis 
P= — , p = 



ummiA 



^nn/jL 



• ■* 
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ERRORIBUS MlNIMIS OBNOXIAE. ^ 



A V CTOR.E . 

GAROLO FRIDERICQ 



G A U S S. 



P A R S P R I O R. 

» 

80CIETATI REGfAE EXHIBITA FBBR. kS. 18^1. 



o 



I. 



aantacunque cura inltituantur obreruationes, rerum natura^ . 
lium magnjtudiriem fpectanteat £emper tamen erroribua maioribus 
minoribusue obnoxiae manent. Ecrorea obferuationum plerum- 
que non funt fimplicea, fed e plirribua fontibus fimul prigi^em 
trahuht: horum fontium duaa fpecies prob'e,diiiingtiere oportet» 
Quaedam errorum cauflae ita lunt comparatae,' vt ipfarum ef« 
fectua in qualibft obferuatiQne a circumfiahtiia variabilibqs pen- 
deat, inter quaa et ipfam obferu^iionem nulloa nexus eflentialia 
concipitur: errorea fainc oriundi irr^ularfs feu fortuiti vocantu^» 
^uatenusque illae circumfiantiae calculo fubiici nequeunt, ideni 
eti^m de erroribus ipfia valeL Tales funt errores ab imper» 
fectione fenfuum prouenientea, pec noo a cauffis extraneis irre- 
gularibus, e. g. a mota tremulp aeris vif^m t4)ntillum turbante; 
plura quog^ue vitia initrumentorum vel optimorum buc trahcnda 
runty e. g. afperitas partis interioria libeilularum , defectus firmi« 
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tatis abfolutae etc. Contra aliae erroram cauflae in 
obreruationibus ad idem genua relaiia natura fua effectuQi vel 
abfolute confiantem exferimt, vel faltem talem, cuius magniturjo 
fecundam legem determinaiam vnice a f ircumltantiia , quae tam« 
quam elfentialiter cum obffruatione hexae fpectantur^ pendeU 
HuiUsmodi errores coqltantes feu reguiarea' appellantur, i . 

Ceterum perfpieuum elt, hanc diltinctiofiem qucfdammodo 
relatiuam efle, et a fenfu latioii vel arctiori, quo notio obfer* 
.. yaiioBum ed idem gemis pertinentium accipitur, pendere. £. g. 
vitia irregularia in diuifioiie inlVuitientorum ad angciloe nflenfu* 
randoa errorem conitantem producunt, quoties tantummodo de 
obferuatipne anguli determinati- indefinite repetenda fermo eft, 
liquidem hic (bmper eaedem diuifiones vitiofae adhibentur: con* 
tra error ex iI|o fonte oriundus tamquam fortuitus fpectari 
poteft, quoties indetinite de angulis cuiusuis magnitudinis tnen^ 
furandis agitur, Cquidem tabula quaniitatem errorisT in fingulia 
^diuifionibus exhibens non adeit. 



2. 



Brrortim regularium confideratio proprie ab in/titufo no/(ro 
excluditur. Scilicet obferuatoris efi:, ohmes cau/Ias» quae erro- 
res confiantes producere valent, fedulo iniieftigare, et vel amo* 
verc, vel faltem earum rationem et maEnitudinem fummo itudio 
perfcrutari/ Vt c^ectas in quauis obferuatione deterniinata as- 
fignari, adeoque haec ab illo 11berari'^bnit/ quo pacto.res eo- 
'dfem redit, nc fi error omnino non affui/ret. Longe verodiuerfa 
'eft ratlo errorum irr^ularium, qui natnra fua calculo fubiici 
nequeunt. Hos itaque in obfemationjbus quid^em tolerare/ fed 
eorum eiTectum in quantitAtes ex obferuatibnibus deriuandas per 
fcitam harum combinationem quantumf fieri potelt ' extenuare 
'oportet. Cui argnmento grauifrYmo fcquentcs disquifitioives di- 
catae funt 
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Errores obreruationum ad idem genus periineutium , qui 

% caufla £mpUci determinata oriuntur, per rei nataram certia 

limitibus funt circumfcripti , quos line dubio exacte afllignare li* 

cerety fi indoles iplius cauflfae petiUus eflet perfpecta. Pleraeque 

errorum fortuitorum caufl^ae ita funt comparatae, vt fecundum 

legem continuitatis omnes errores intra iflos limites comprehenH 

pro poflibilibus baberi debeant, perfectaque caoflae cognitio 

etiam doceret, vtrum omnes hi errores aequali facilitate gaa« 

deabt an inaequaJi, et quanta probabiiitas relatiua, in cafu po. 

Aeriori, cuiuis errori tribuenda fit. Eadem etiam refpectu erro* 

ilB totalis, e pluribus erroribus flmplicibus conflati, valebunty 

puta incltifus erit certis limitibus» (quorum alter aequalis erit 

flg^regato omnium limituoi fuperiorum partialium, alter aggre* 

gatoomnium liniitum inferiorum); omnes errores intra hos li-' 

mites poflibiles quidcm eiunt» fed prout quisque inflnitis modis 

diuerlis ex erroribul partialibus componi potefti qui ipfi magis 

minusue probabiles funt, alii maiorem, alii minorem facilitatem 

tribuere debrbimus» eruique poterit lex probabilitatis relatiuae, 

fi leges errorum Ilmplicium cognitae fopponuntur, faluis difllcal* 

tatibus analyticis iii colligendis omnibus combinationibus. 

Exfiant vtique quaedam errorum cauflae , quae errores non 
(ecundum legem continuitatis progredientes» fed discretos tantum, 
Modacere pofl*unt^ qaareA faht eiroree diuifionis infirumentorum, 
(fiqoidemilios errovibus fortuitie annumerare placet): diuifionum 
MiBi multitudo in quonis infirumento determinato efi fioita. M«« 
■ifefio autemt hoc non obitante, fi modo non omnea errorum 
caaflae errores diacretos prodacant, complexus omnium errorum 
totalium poffibilium confiituet feriem fecundom legem cootinui* 
tatis progredienttm , fiue plures eiusmodi .feries interruptas, fi 
forte, omnibus erroribus discretis pofllbilibus fecundum magni* 
tudinem ordinatis^ vna alteraue differentia inter binos terminoi 

A a 
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proximos maior eoadat, quam ^fferentia Inter limitet errorum 
totaliifm, qnatenns e folis^ errotibua^ tontinuis demanant. Sed 
in praxS cafos pofterioif vix vmquam locum habebit, nifi' dinifi^ 
yitiia crallioribas laboret; 



Defignando faciliiatem relaiiuam erroria totalis x» in deter^ 
ni^inato obferuationum genere, per characterilticam ^as,,boc, 
propter errorum continuitatem , ita intelligendupi erit, probabi- 
litatem erroris inter limites infinite proximos a:%t x + dx elTe = 
^x.dx. Vix, ac ne vix quidem, vmquam in praxi poflibila 
erit, hanc functionem a priori allignare: nibilominus plura ge- 
neralia eam fpectantia Itabiiiri poflunt, quae deinceps profere^ 
mus. Obuium eft» functionem ^x eatenus ad functiones. discon* 
tinuas referendam elTe, quod pro omnibus valoribus ipGus x, 
extra limites errprum ponibiiiuni iacentibus effe debet = o ; intra 
lios limites vero vbique valorem politiuum nanciscetur (omit- 
^endo cafum, de quo in fine' art, praec locuti fumus)« In ple* 
risque calibus erroree politiuos et negatiuos leiusde^B magnitudipis 
aeque faciles rupponere licebit» quo .pacto erit .^ ( — x) zz px. 
Porro quum errore^ leuiores f^cilius comfniilantur quam gra- 
viores, plerumque valor iplius ^x.erit maximus' pro x:=:o^ con* 
tinuoque decrefcet^ dun^ x aiigetUTt .. 

Oeneraliter aiitem valoi& integmlid /^asiid 91«- eb oosa TSque 
Kd xir^ extenfi exprimet -prohiibUatAttniy i.qimd ssckor «liQms 
nondum cognitus iaceat inter liaiiiesift et.fr. ^ Vailor itiquAiiftine 
integtalisa Um iteinferiori ooioium jearomm {toITii^iiium vAqu» 
od- limitem fuperiorem extciifi femper eris sr t/ £t qiuim j^x. 
pro oumibus valoiibbs ipflusr x e^ctra. hoa iimifteaaacentibua feia- 
^fer.fit^qr o, manifeltd etiam : - •' ... 

* 'i^alor integralh /^x.dx afrxz: — ob i^i^iie ail x=r 4- 00 ex 
tevfl femper fU z=:i. 
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CiOnfiderMbm porro iiit«grale fx^x . ix inter eosdem^ htnU 
fBi» eiiittf Yalorem Jtataemus =r^. Si omnes errorum caiiirae lim. 
plicee iu fmit comparatae^ 'vt niilla adfit ratio, cur errorum 
tequaltmii fed fignir oppdfitis affectcft-um' alter facilius produca- 
tur quam alte^v hoc^^tiam ferpccto erroris totalis yalebit» fiue 
erit ^( — x)zr^x, ot proin neceffario A=o. klinc colligimus, 
quoties k non euanefcat fed' e* g. fit quantitas pofitiua, necefla* 
rio lidefl^e d^bere .vnam/alteramue errorum catiflam, quae vel 
errores pofitiaos tanittm producere poflit, vel cette piofitiuos fa* 
cilius quani negatiao#»> Haecce' quantit^s /i, quae reuera efi mo* 
diiun omnium errorum' poflibilium» feu iralor medios ipfius x» 
commode dici ponefi Msrroris pars tionftans* Ceterum fbcile ]tro* 
bari poielt, pairtem conllantem ' erroris totalts aeqtialem efle ag» 
gregato^ parUum c^n[tilfitium,'quas contiiient errores e fiiigulta 
caufBs fimplicibos prodeuhtes/ Quodfi quantit^s A nota fupponi«> 
tur, a qiMuis obferuatione refecatiir, errorque obferuationis ith 
correct^e: defigifatnr perx^ ipfiu^que probabilitas per ^'x\ erit 
3c'=:« — A, ^'stftt^x ae p^oin fx'(p'x\Ax'=fx^x^ dx^fk(px\ dx 
rrA^Azori^^^^^^K^^^Q^f^fUA^i^v^tti^ cdrrectarum partem con» 
fiantem non habebunt, quod et per fe elariilh efti 



f • « < I 



• * Pefinde vt integrele /ss^x. dx, feu valor medius ipfius «; 
eti^s GOnfiantii^etl lakfeaiiiam vel praefentiam et magnitudi* 
aeiit^docet, mtc^rala..' • 

ab xtf *— <K> vsque ad xt:^» eictenfum (fen valor mediu^ qua- 
drati xx^ epriffiniiim vidctur ad incertiludinem obferuatlonum in 
generc d^fliendam et * diinetieudam , ita vt e duobus obferua- 
'tionam fyiteuMiibiis,' quae quoad errorum facilicatem inter fe 
difrerunti- eae praecifione praeltare cenfeantur, in qnibiis inte- 



grale fxx^X - ix valorem minM^em obiinet. «Quodil quis banc 
rationeni pro arbitirio, nulla cogentt necerfiAafer» ettetam effa 
obiiciat, lubenter. afleniiemur. Quippe quaeOiQ haee p^ rei Q^ 
turam aliquid vagi impliq^t^ quod limilibua ciccumforibi mfi 
pev principium aliquatenus^ arbitrarium nequit»» z Defeerltunatia 
alicuius quiantitatia ^pf^ obreruationem ' 4irrori maiAri «miHfOriue 
obnosiamt baud inepte comparatur ludo-t "in qpo fola^ iacturae, 
iucra^ nuUa, dum quilibet error metuendus iacturae afiiaia efi^ 
Talis ludi dispendium aedimatur e leciura prcbablli» pttta ^ex 
ag^regato pro^pctorum Iing4ilaj*um iacturarum. pc^faUium in pra- 
kabilitates.re(pecti|ias. Quancae vero iactuirae quemlibet obferna- 
tionis errarem aequiparare conueniat ^- neutiquam pAr fe clarum 
eA; qttin potitis baec det«:npiBatio aliqua ex parte ab arbitria 
Dofiro penct^t* lacturam ipfierrqri aeqiia^em l<iituer,€k,mai|ifell^ 
Hon lipet; fi enim.errores politiui pro iacliifii accipeci|Ol)tr, •ne<- 
gatiui lucra repraefentare deberent, Majgnitudo* iatti^cM potiue 
per talem e^roris fQnciionem exprimi > debet » qua^ 4)a(urd ftiy 
femp^ fit ppfitiua. Qualium fuoctiontmi qaum varietas , fijt iffif 
fiuita, fimplicifiima^^uae bac proprielate gaudei/ «pKSe qKteris 
eligenda videtur, quae absque lijLe eA quadratum; bop pactp prin^ 
cipium fupra pralatnipi prodit. «. . m , j ,,^ 

111. Laplace fimili quidem modo rem confiderauiti fed er* 
vorem ipfum femper pofititie aoceptti^ Mtttrpquam ieetiirae men* 
Xuram adoptauit At ni falUmur IiaeeM..ratia (sltem .non' miniis 
arbitraria eft quam nofira : vtrum enim ervor • doplex aeqjie t^lo- 
rabilis puietur quam fimplex bis repeiitoay aa aegrius r ^ ptoia 
vtrum magis conueniat, tarori duplici momentum -duplex tai^* 
tum, an maius» tribuere» qoaefiio eft tieque per fe. clara« neqae 
demonftratiombas mathematicis decidenda^ ied. libero tantiim 
arbitrio remittenda. Praeterea negari non poteftt ifta «ataano 
contiouitatem laedi : et prppter hane ipfam cauflam n^odus ille 
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tractationi analyticae 'maps r«fragatar, dnm ea, ad qoae 
priocipium nofirum perducit, mira tum limpUcitate lum gene* 
raliitto . CQmme&daniiir. 



s 



t • • • 

Statuendo Talorem integralis yxx^oc. dx' ab x=r— ^oo va- 

, que ad xr:4*^ extenfi zzmm^ quantitatem vi vbcabiniua errih 
Ttm vudium metUendum^^ fiue fimpliciter errorem fnedium obfer* 
vaiionum, quarum errorea indefiniti x habent probabiliiatem re» 
latiuam $x. / Ofnominationem illam non ad obferuationes im« 

> mediataa limitabimua, led etiam ad determinationes qualescun- 
que ex obferuationibus deriuatas extendemna. Probe aulem ca* 
vendum eft^ ne- error mediur confbndaiur cum medio arlthme* 
lico omnium enrorqm» de quo in art. 5. locuti fumos. ^ /- ' 

Vbi plura. obreruatioiium genera,- Aeu plure^ del^fitiinat^nes 
ex obferuationibua. petitae, quibus haud eadem. pr^ecifio conce» 
denda eft, cooiparantur, pondus earum relatiuum «obis erit.quan« 
Ulas ipfi mtn reciprore pfoportion^lis, dum prmecijio fimpliciter 
ipfi m reciproce proportionalis habetiir. Quo igitur pondns per 
numerum exprimi poCGt, pondos cecti obferuationum generis pro 

vnitate acceptum efle debet. 

•■ • 

8- 
Si vbferuatlonuni errores partem ronAaiitemoinpIiriiiit, Iianc 
anferendo error medius minuitur, pondus et pinecifio |iigentun 
Keiin^ndo figna art. 5, defignandoque per m' .efrorem medium 
•bfefuationiim coprectariitn » erit 

mvi zzjx7d<^7i • dx = /(ps ^ A)^ ^,± t/dx zzfoi^^x • d« 
— e A/*x(px. dx+ AAy^x dx= mm — fi AA 4-iA— i/jjw— AAu 

Si autem loco partia conltantia' veri k q« antfiaa alia- 1 ab obfer- 
vatronibisa ablata eflet^ •quadraiom erioris medii noui euaderec 



\ 
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Denotante X coefEcientem determioatum , atque /i taloffem 
integralis y^^ ac . 4 X ab x = -<-X.7n vsq^ie bA jps-l^j^, :ent ^ 
probabilltas» quod error alicuius obrfruationis ilt mioor quam 
Xm ((inerefpeau ligDi^ nec non i-ytx probabilitas erroris .maio- 
ris quam \m. ' Si itaque valor /jt:^^ refpondet valori \mzrg^ 
error aeque facile infra g quam fupra g cadere potelt, quocirca g 
commoae dici poteit error prdbabilis. !\elatio quantit^tum Xi /x 
maliifelto pendet ab indole functionis ^x, quae plerumque in* 
cogoita efi. Operae itaque pretium erit, iftam relationem ^pro 
^uibuadam cafibuB fpecialibua propius coniiderare* 

* I. Si limitee omnium errorum poffibilium fuot '-^a et^a^ 
omneaque errores intra Jboa limitea adqoe. ppobabiles ^ erit ^ap 

inter limitea xzz^^a et xizz^j-a confiana» et proin r:^ — • Hinc 

mmiv^f 9 nee non fjtzzXV^^ quamdiu X non maior quam v^j; 
denique ^=m v^^ ir 098^^0064 ''if probabilitasque, quod error pro« 
jieat errore mtAtonon maior, erit =:V^^=: 0,57735*03. 

IL Si vt antea •<— n et '-{-a funt errorum poflibilium limi-» 
ieSy errorun:ique ipforum probabilitas in4e ab errpre o vtrimque 
in progreffione arithmelica decrefcere fupponitur, erit 

(pxzz^ , pro valoribus ipfius x inter o et -f-^ 



^xzz. 



aa 
aa 



» pro valqribus ipfiuSyO; inter o et —^a. 



Hinc deducitur m-snv^j^, )u=^Xl/'|*— ^W, q«iamditt X efi iitter 
o et v^6, deniqofi X=y*6***vr(6 «- 6/1), , quamdiu ^ inter o 
et I , (^t proin ^ ' ^ 

^ =r m (V6 -» V 3) = 0,7 174389 0» 
Frobabilitat «rroris medium tion fuperantit. «rit io hoc cafi| 

= ^f— i=M493899- 

III. 
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III. Si functionem ^x proportionalem rtatuinius huic e 
(qtiod quidem in rerum natura proxime lantum Ternm 
poteit)^ effa debebit 



XX 

cJOfe 



denotante ^ femiperipliertam circuli pro radio i, vnde pono 
deducimus 

(V. Disquif. generakt eirca feriem infinitam etc. art. flS-)* Forro 
li yalor ihtegralis 



yrTt 



fe d. 



a z = o inchoati denotalur per Gz, erit 

Tabula fequens exhibet aliquot valores hurus quantitatis 



©•6744897 
0,8416213 
z, 0000000 

1,0364334 
1.2815517 
1,6448537 
2,5758293 
3.291830I 
3,8905940 0,9999 



0,5 
0,6 

0,6826695 

o,7 

0,8 

0.99 
0.999 



Quanquam relatio inter X et /a ab indole functionis Ipx pen>r 

j^» tamen quaedam generalia Itabilire licet. Scilicet qualiscunque 

fit liaec functio, li *modo ita elt comparata, Tt iplius valor , cre- 

fceute valore abfoluto iprius x , femper decrefcat , vel faltem aon 

crefcatt certo erit 

B 
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X minor vel failtem noQ maior quam yL"/ Z% qaotles /i t& 
minor quam | > 

X non maior quam '~F7~^ — r , • quotics /u eft* maier qoam^ 

Fro f( = f Tterque limes coincidit, puta :X nequit efle maior 
quam V^l. .^ 

Vt hoc in4gne tbeorema decqonftremua^ d/inot.emns per y 
valorem integralis y ^ z . d x a z = — x vsque ad zzi-f-.x ex^^fi^ 
quo pacto y erit probabititas, quod error ajiquia gQHtentus fit 
intra limites — « et +3?. Poi:ra ftatuamus 

Erit itaque \j/ o = o , nec non 



quare per byp. ^l/y ah y=:o vsque »i y^ i feinper crefcet, 
faUem nuUibi decrefcec, fiue, quod idem 'elt, valor .ipfius ^l/^y 
femper erit pbiitiuus, vel faltem non negatiuus. Porro habemus 
i.yyP^y^^sl/yndy -{•-yyl/^y.dyittdeocine 

y^|/'y«4/y=/y\|/"y.dy 

integratione, ab yzro inchoata. Valor exprefSonis ytl/y — yj/y 
itaque femper erit quantitas pofitiua, faltem iion negatiua, adeoque 

quantitas pofitiua vnitate minor. Sit / eius ralor pro y^ft, i. e. 

qnum habeatur ■y^/i = Xni, fit 

- •' Xm ., Xm 

His ita praepa^atis, confideremus functionem ipfius y hanc 

'quam ftatucmus zzFy^ nec non dFysrF^y.dy. Perfpkuum 
eft fieri 
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Qjiare quum ^^^y • aucta ipfa y, <eont!i^uo crefcat ( faUem noa de- 

creicat» quod femper fubinielligendum), l^y vero conftans iit| 

dC-vLy — Fy) 
differentia \//y— /^y= — ^^-^h "^^ — «^**^ pofitiua pro valoribus 

ipfius y maioribu^ quam /ti, negatiua pro minoribus. Hinc 
facile colligitur, ^j/y — Fy femper elTe quantitatem pofitiuam» 
adeoque \l/y femper erit abfolute maiorV faltem non niinor, quam 
Fy^ certe quamdiu valor ipfius Fy eft pofitiuus, i. e. ab y^^fif 
vsque ad y=t. Hinc valor integralia/(Fy)» dy ab y::zyLf vs- 
que ad y=i crit minor valore integralis /l\|/y)*dy inter cos- 
dcm timites, adeoquc a potiori minor valorc huius integralis ab 
yrzo vsque ad y= i, qui fit =mm. At valor iAtegralis prioris 

inucnitur 

XXmm(i~/</)> 

~ SfCAiCi--/)* 
vndc colligimus, X X cffc nunorcm quam (^^^^f)% » ^*^* / 

efi quantitas inter o ct i lacens. lam valor fractioms r^^^f\% • 

cuius differentialc, fi =/ tamquam quantitts variabilis confidc* 
raturi fit= . - 

continuo decrefcit, , dum / a' valore o v»que ad valorem i tranfit, 
quoties jU minor ^t quam |, adeoque valor maximus polBbilis 
erit is qui valori /=o refpondet, puta =3/«/«. »*» vt »» hoc 
cafu \ certo fiat mi^r vel oo.n maior quam /« V 5. (? fi. P. Con- 
tra qaodes fx maior cft quam |, valor iftiu» fractionis erit ma«- 

mua pro * — 3;, -}- /i/=o, i. e. pro /= 3 — - , vnde ille lit 

' B a 



a 
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^^te »o/lro eoncladitur. ^ „,„ ^^;* 5 IV>«<. fadle e 

II. 

Qimm plui» problenjata infra » 

*^ calibus fpeciaiibus eu^Cr ^ '"" '''' ^"'^ ^-^ «" 
WS »t«gt>lis ab x=- « ^3g^^ ado:-!!"''''^'"'"' ^•^««■e» 1.«- 

- -h co extenii p<.r «4 



•♦=r|a*=r|^n*. " + « cominetar, 

« 

It Im caAt fecun^do arf i? i^- ^ -^ 

Ht la ctftt tertio ybi ^^^* ^ '^'"'^^- . 
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Denotantibus x, oifp x^^etc» in^efinite errores obsermrtionani 
eiaailem generis ab ii^uicem independentes, qnorum probabili* 
tates relatiuaa teprimit praefixa characteriatica ^; nec non y 
functionem datam rationalem indetermittatarum Xp oc^ x^ etc. ; 
integrale multiplex (I) 

J<Px.px.(p"x ax.Ax\Ax\... 

extenfum per omnes yalotes indetermtnatamm x^ x^ x\ pro 
quibus vaTor iplins y cadit inti^a limites datos o et if» exprimel 
probabilitatem valoris ipGas y indefinite intra o et ^ liti. Mani* 
fefto hoc integrale erit functio ipfins r,f cuies differentiale fiaxne* 
mus ^^'v^if.dif^ ita vt integra'te ipfum fial aequale integrali 
f^^^V'^^ ab Y=:o incepto. Hoc pacto fimul characlefiftiea yl/if 
probabilitatem relatiuam cuiusuis valorts iplius y exprimere cet|» 
fenda eft. Quum x confiderari pollit tamquam functio iDdetei^ 
minatarum y^ x^, x^ etc.\ quam ftatuemus 

i&tegrale (I) fiet 

~j<Pf{ytXpX ..••)- A -^x.yx ..••dy.ax.ox ..». 

vbi y extendi debet ab y—o vsque ad y=if» indeterminatae ro» 
liquae vero per omnes ratores» quibus refpondet ralor realis ^pfiue 
/{yf x\ x\ . . l). Hinc colligitur 

-^y^JPfiy. «f X . ...)• ^ 'Jpx . ^x\... 

dx • dx . • • * 
iniegratione» in qoa y tamqaam oonltans conlt^erari debet^ ex« 
tenfa per omnes valores indeterminatarum x\ x^ elc^ qui ipfi 
f^y^XpX...,^ valorem realem conGiHani* 

.Ai banc integralionem yeipfa exfeqnen^lam cognilio funciio* 
fiis <p riqttireretur^ quae plcrumque incognita eft: quinadeo, 

m 



1 



t 
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etiamfi haec functio cognita elTQt, in plerisque cafibiis intiegrdtio 
Tirea analyleoa fuperaret^ Quae ^ifuoi iia rint, probabiUtatem 
quideoi ^nguloruoi valouim ipfiua y isiingnarp non.ppterinius^ a( 
fecua res fa habebit^ fi. tantiinimodo defideramr valor Qieduis 
ipfiu3 y, qui x>rilur ex integraiLoneyy -v^y . dy per omnesyalo- 
res ipfiua y^ quos quidem adeqai poteft, ei^ienfa. Et qu«im mar 
fiifefio pro omnibus valortbus, quoa y afieqai xvequit, vel per 
auturam functionis quam exprimit (e. g« pro negatiuia, fi elTel 
y=:jcx + ij'-r'4-/j"jt;''4" etc»), v«l ideo quod erroiibus ipfijs XnX^oT 
atcoerti Umixca funt pofiti, Itafueje pporteat n^yrno^ maiiifcmp re^ 
perinde £e habebit, fi integratlo illa extendaiur per oniDes ralo« 
res reales ipfius y, puta ab yzz — pp v^que ad yzr-J-c». lam 
inteffMleJyy^/y.dy inur limites determinatps^ puUab jnjn vs« 
quABd y=^' Xumtum aequale eXt integrali . 

Jy^'f{yt0c^x ....)-" j .pxripx ....ay.dx .dx .... 

ioiegration« eipteDfa 9!b yzz^ vsque a/1 yzz^\ atque p^r omnes 

valores iDdetermiaatarum x\ x etc. quibus refpondet vaLor rea* 

lis ipfius.y^Cpr, x\fc'....)^ fiue quod idem «fi, valori integralia 

fy(px.^x\(px!....ix.dx'.dx''..>,. 

«dhibendo in hac integratione pro y eius valorem per x,^\ ^xTeto» 

expreflum^ exteodiendoqu« eam per omnes harom' indeterminata- 

rum valores, quibus rerpondet valor ipfius y inier tj et jj' fitus. 

Hioc polligimus, integraleyy^|/y . dy pcr onines valores ipfiua 

y , ab y =: — 00 vsquc ad yzz-jfO^ cxtenfum obtinei i ex into. 

gratione 

fy^Px .p'x^^x*'....dx.iaf.dx\... 

T>er omnes valores reaies ipfanim Xf x\ x' etc. extenfa , puta ab 

-3?=:— po vsque ad a;z= ^- so, ab xzz^ ao vsque ad jd = -f « etc^ 



X4* 
Beducta itaqHe fuBctione y ad formam aggi^gaii talium 

A:^x^x'y.... 



partinm 
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/ 

valor inUgTBlihJ^yyl/y.dyper onmes valores ipfius y exteaft, 
feu yalor medius iplius y^ aequalis erit aggregato partium 

Ay^faf^x.dxXf^'^(px.Axy,fxy(px'.Ax'...^ 
tU integrationes extendendae funt ab cr = — oo vsqnead x—-^- oo^ 
ab x^ — oo. vsque ad x^ -|- oo etc; fiue'quod eodem rcdit, ag» 
gregato partium quae oriuntur, diim pro fingulis potellaiibus 
jc*^ x^^ ^/'''elc. ipfarum valores medii rubliituantur, cuius tli^o- 
rematis grauifllmi veritas eiiam ex aiiis confiderationibus facile 
deriuari.potuilFet. , ^ 

Applicemus ea, quae in art. praec. expofuimuSi ad cafum 

fpecialem, vbi 

XX -^x X -jr X X + etc^ 

y— — — — 

' detiotante jr multitudinem partium in numeratore. Valor mediiis 
ipfius y hic ilHco inuenitur :zzmm^ accipiendo charactercm m in 
eadem fignifi^oatione vt fupra, Valor verus quidem ipfius y in 
cafu determinato maior minorue euadere pdtelt medio, perinde 
nc valor verus termifyi fimplicis xxi fed probabilitas qood valor 
fortuitus ipfius y a medio mm haud fenfibiliier aberret, continuo 
magis ad certitudinem appropinquabit crefecnte muliiiudine (T* 
Quod quo clairins eluceat, quum probabilitatem ipfam exacte d«« 
lerminare non fit in poteflate, inueftigemus errorem medium me^ 
tucnduni» ^"n^ fupponimus yzzinvu Manifcfio per principia 
art. 6. hic error erit radix quadrata valoris medii functionis 



( 



xx-^- X X -^- XX + etc. >v * 

' mm ) 



ad quem eruendum fuflicit obfemare, valorem medium termini talis 
— effe = — (vtendo charactere n in fignificatione art. i ^.)t valo- 

^XXX X . tvi^ * 

rem medium autem termini talis fieri =~~» ^^^^ 
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ficillime AeiocitvLr iralor mediuB iltiui fimciioms 



fi* — m^ 



Hinc disc!mu8, fi copia fatis magiu errorum fortuitoram 
ab iuuicem iadependentium x, x^ x' etc. in promtu fit, magna 
certitudioe inde peti pofle vaiorem approximatum ipiiua i/i per 
formulam 



iX 



quadratimnit efle 

n* — i/i* 



sfpecUi 



a 



Ceterum^ quum polierior formula implicet quantitatem n, li id 
tantum agitur, vt idea quaiiscuoque da gradu praecifionis iltius 
determioaiionis formari poJIit, fufiiciety . aliquam hypothefin re* 
fpectu funciionb ^ amplecti. S. g. in hypotheii tertia art. 9, i t« 

a 
i£e error (it =mmV* ---• Quod fi minus arridet^ valor approxi^ 

jnatua ipfius n^ ex ipfis errortbus adiumento formulae 
;c* 4- ^'* + x^ + etc. 

ff 

peti poterit. Generaliter autem affirmare poflumus/ praecifioneia 
iluplicatam in ilta determinatione requirere errorum copiam qua- 
ilruplicatam 9 jSue pondus deierminationb ipfi multitudini a efle 
proporiionale. 

Frorfus fimili modo^ 2i obferuaiionum errores partem con* 
jtantem inuoLuunt, huius iralor approximatus eo tutius e medio 
arithmetioo multorum errorum colligi poterit, quo maior ho» 
jrum mnliitaidp fuerit. £t quidem error medius in hac determi- 
naiione metuendtis exprimetur per 

Ymm 
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mm -^ kh • > - *. • 

(1 k defignat psrtteM conAaatei» iplatai «t^ue m errorem medium 
obremationum 7>arte conltaiite nondum purgatarmq, fiae fimpli* 

citer per -y t £ m denotat errorem medium obferuj^onu^ a 

V cr « ' 

parte conltante liberatarum (▼• art. g.).^ 

16. 

In artt, is~i5i fuppofuimus, errores a;« o^, o:'' etc. ad idem. 
obferuationum genus pertinere, ita Tt fingulorum probabiliutes 
per eandem functionem exprimantur. Sed fponte patet, difqui* 
fitionem generalem artt. la — 14 aeque facile ad cafum generalio* 
rem extendi, vbi probabilitates errorum Xf x\ oT etc. per fun* 
ctiones diuerfas ^o^, (p'x\ (^ li* etc. exprimantUr], i. e. vbi erro* 
res illi pertineant ad obferuationes praecilioTiis feu incertitudinis 
diuerlae; Sapponamus, x %\it^ errorem pbreruationis talis, 'cuius 
error medius metuendus jit =:m; nec non x\ oi' etc elFe errores 
aliarum obferuationumi quaritm errores medii metaendi refp. fint 
ni ^m"etc. Tunc valor medius aggregati x«+ x'x' + x^^x" + etc. 
erit mm + m^m^^-^-m^^m" -^ ctc. lamii aliunde conltat, quantita- 
tes m» m\ m txc. efle in ratione data» puta numeris 1, /x\ /4'' etc. 
refp. proportionales , valor medius escprelBonis 
xx+xx* + x'x''+etc. 
^^ i + /i/4 +f*M +etc. 
crit ::r mm% Si verp valorem eiusdem expreflionis determinatum,^ 
prout fors error^s X, x\ x" etc. oflfert, ipfi mm aequalem poni- 
mus» error medius, cul baec determinatio obnoxia manet, fimili 
riitione vt hl arL praec. inuenitur 

V ( n4 J. n'^ + n** + etc. — m^ — m^ — m^ ~ etc. ) 

• + /i /4 +fe /i + etc. 
rbi n', n ' etc. refpectu obreruatiooum^ ad quas pertinent errores ^ 

c 
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x\ X atc.f iclem denotara fupponuntur, at^ue n refpectii obfer- 
Tationis primae. Quodfi itaque numeros n^n ^ n etc. ipfis m^ 
m\ ni' etc. proportionaks. fuppoaiere licet', «nor iWm metuendos 

medius fit - 

i+/ufc+/i /i + etc- 

At haecce ratio, valoreni appruxlaiatum ipfius m determiaandi, 
non eft ea, quae maxime ad rcim facit. Quod quo clarius ofien- 
damuSi^ confideremus expreOionem generaUorem 

XX +aa;x-(-ct x x -}- ^^^- 

y»— « I I ■ . ■ ■ I ■ r ■ , , » • « . » ■ , ... , . ■ 
i + a/i/i^-f-a/4/4+ etc. 

cuius valor medius quoque erit —mm^ quomodocunque elignn- 
tut coeHicientes ct» a etc. Error autem medius metuendus, dum 
valorem determinatum iplius y, prout fors errores x^ x'» x'' etc. 
offert, ipfi mm aequalem (upponimus, inuenitur per principia 
fupra tradita 

^f{^n^^m^ + cictin^^ni^) + a"a'(n'* — m"* ) + etc) 



/ / */ 



// // // 



i+a/iju-j-c« /i /i + etc. 
Vt hic erroc medius fiat quam minimus, Itatuere oportebit 







'4^W4 • /^ /* 



n • — ?;i 



fi 

a = 



n* — m 



• u u etc. 



A* /^ 



n ^ — m ^ 

Manifefio hi valores euolui nequeunt, titfi infuper ratio qaantita* 
tum 71, n» n! etc. ad nt, m\ r/i.' etc. aliunde nota tuerit; qua cog- 
nitione exacta deficienfee^ faltem tutilHmnm videtiir *), illas hia 
proportionales fupponere (v. art. ii), vnde prodeunt valores 



•r 



*) Scittcct cogntiktnem qnantitatam /» /&" etc in eo folo cafn in pote» 
•t«te eflc coficipimus, vbi per rei natnram enrores x^x\x'* ^tc iplis t, 
ft,\fi' eic proportiQnales, aeque probabiles Genfendi fnnt, aat potiua vbi 

^x=:/i'(p'(/c'x;r:At'f'^(/'x)eic. 
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, I* — f 9 u zz -Tj — jp etc* 

i er cbefficiaice» aV 0." eic. aequales lUtai debent ponderllHis re« 
latiuis obreruationiiiii^ ad quas pertinent * errores x\ »" €tc., a£> 
fumto pondere obferuaiionis , ad-quam pertinet error x, pro vai- 
tate» Hoc pacto, defignante Tt fupra 4 multitudinem errorum 
^ropofitorum^ babebinius valorem mediUm expreilionis 

I ' ' ' * t " f9 it I ^ . 

«c-|*tf ag ag + gt « X -[- etc. 

amnty-atque errorem medium metuendum» dum valorem for- 
iuito. deierminatum huius expcemonia pro valore Vero ipiius mm 
adoptamus • 

V*(n^:+aan^ + a a n^ -f- etc. — crm^) 

«■M^flMMWi^BMM^» «MaMPMa«MMB^WM «^MMMM^MMMWMB^ «■■^■11« 

» 

et proiHf liquideni licet, ipfas n^ fi^ n* etc. ipfis m^ ^/| W pro- 
portionales fupponere« - ^ - . 

.n^^m^ 

— ^ 

c 
quae formula identica efi cum ea^ quam fupra pro cafu obferua- 
tionum.eiusdem generis inueneramus. 

Si valor qnantitatis, quae ab alia qnantitate incognita pendetf 
per obferuationem praecifione abfoluta non gaudentem deteroii- 
Bata eft, yalot incognitae hinc calculatus etiam errori obnoxiua 
eiic, jed nihii in hac determinatiooe arbitrib relihquitur. At £ 
plures quantitates ab eadem incognita pendentes per obferuatio- 
nes haud abfolute exactas iunotuerunt» valorem incogniiae vdl 
per qnamlibet faarum * oblenlationum ertiete poITumus , vel per 
aliqitam plurium obferuationum combinatiotoem, quod infinitis 
Biodia dioerfis fieri potift. Quamquam vero valor ince^nitae tali 
modo ptodiens errori femper olmoxios manet, tamen in alia 

C a 
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combinarione maior, in alia minor error metuendus erit. 9imU 
liter res fe' habebit , fi plurea quantitatea a pluribua, incbf;nit^'fi« 
mulpeaidentes funt obferuetae; prout obferuatienuna 'muldtifda 
multitudini incognitarnm vel aeqoalia, Tel hac minor Tel maior 
fuerit, problema vel determinaium, vel indeterminatumi vel ploa 
quam determinatom erit(generaliter faltem loquendo J, et in ctffu 
tertio ad incogoiiwum .determinationem obferuatibfn^ infii)ifif 
modis diuerlia combinari poterunt; £ tali combinati0m»n varie* 
tate eas eligere, . quae maxime ad rem faciant, i. e, quae incog- 
nitamm valorea erroribus minirais . obnoxios foppeditent^ ^ro* 
bl^a fane elt in applioatipne mai4ieieoa ad philofopfaianf naCura* 
lem longe grauiflimura. p . 

In Theoria motus ' corpprum coeleftium oftendimus, quo- 
itiodo valores incognitarum r/iox{W~pro6a&ii^5 eruendi IxDt Ci^^lex 
probabilitatis erroriim obferuationum cdgnita fit; et qaum^haec 
lex natura fua in omnibus fere cafibus hypothetica' mad^aL Hheo^ 
riam illam ad legem maxime plaufibilem appncdurmus , vbi pro* 
babilitas erroris x quantitati exponentiali e"" * proportionalis 
fupponitur, vnde TOelhodus a nobis dudum in calculis praefer- 
tim afironbmicis, et nunc quTdem a plerisqucf calculatoribus fub 
nomine methodi quadratorum minimorum vfitata demanauit 

Poitea ill. Laplace, rem alio modo agSrtffua, idem prinei. 
f «am pmnibus aliia eUamnuxn .praef«rendvm ciTe dqcuit, quaecun. 
^que fujBrit lex p.rob^bilitatis etcprura, A mod;^ PbI«ru«tioQum 
inultituAo fit permagna^' At pco uiuUitudioe obieraatipqum mo' 
aica, wea' intaota maniit, it«, vt fi lex nofira hypotheiic<^ refpua- 
tur, .meihodus quadratoruda minimotum eo tantum npmine prae 
«iliis coramendabili» habyi^^ .fit, 9up4 . calcnfonim concjnnitati 
ihaxiopie tQA adi}pta;t«k ' . • 

iGeometrisataquevgrainm Core fperamtts, fi in bad aona «r. 
gumenti. trdctaiioire -docueiimiM, me.thodnm quadraiorwm mini- 



y 



fHEORIA COMBIN. ODSERV. ERRORIBVS JlliaiL OBNOXtAE. 2I 

morum exbiKere cMibinatioiieiti e)c ^mmbus opUmam» aon qui- 
dein proximje« fed abfolute, qiiaecHn^ttf' fuerit lex probabilitatis, 
errorump quaecuDq(ne obferuatioaum multiti^dQ, li modo notio;* 
nem erroris medii uon ad mentem ill« L^placei fed ita rt in artt» 
^ et 6 a nobis factum efi itabiliamus. 

Ceteram,expcefli8'verbia bic praemonere conuenitf io omm- 
bua dirquifiiionibua fequentibns tantummodo d^ erroribos irregu» 
laribps ,atqne a parte, conitaiite Jib^ris £braM>Aem eflTe» quum pio^ 
prie ad perfectam artem obferuandi pertineat, omnes errorum 
GonSantium cauITas fuxnmo Itudio amouere. Q^aenam vero ful;^ 
fidia calculator tales obferuatio^ed tractare^fojTcipieiiSi quas ab er- 
roribus conltantibus non liberas.^fTe iu/ta ftifpicio adelt, ex ipfo 
calculo probabilium peteij|pofIit| dirquifitioni peculiari alia oc 
cafione promulgandae referuamus.. 



• 1 
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DefignMte U functmnem dutam quantitatitm incognit^^ 
rum V^ yi y" elc^ quaeritur error viedius M in determina^ 
tionevaloris ipfus.U metuendus^ fi prp V^ J^\ y" etc^ adop^ 
tentur non valores, veri^ fed^ zi., c/ui ^x qbferuatiqnibiis ab in^ 
^icem independentibuSf errorikus mediis m, m\ m etc. fcfp. ob* 
noociis prodeunt. 

SoL Denotatis erroribus in yalocibus obferuatia ipfarum 
V^ f^, V etc. pe^ Cf e\ e- etc, error inde redundans in valorem 
ipfms U exprimi poierit per functionem linearem ^ 

X« + Ve + V'e'+elc. =iE 

• ■ • 

v^i Xr, Vi Y'\ e^t, 4uAt: y iklocea I qiftdiientiuin' differeniialium 



37?'' jrp/«tp* V^o Taloribus Tens ipfarum. />;>"', /^/^ etc, licjui- 
dfm obTeruationes fatis exactae fimt, vt.errorum qtiadrata pro.. 
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ductaque ncgligere liceat. mac primo fequitur, quoniam obftr* 
ifationum errores'a partibu^' MnltatHibus liberi rupponanfur, ya- 
lorem mediuni iplitt^ E efle ^ o; .Porro errot midiut in valor^ 
ipfins U metuendus, erit ri^dix quadrata e valore -oiedio ipfius 
EEp fiue MIH erit valor mediua aggregati 

XXe^ + VX'e/ + rV'eV'+.etc, +^\\'ee' ^ uXWe/' 

J^a)C}^'e't'+ ete.' " ' ' ^ 

At valor medius tpfiM \Kie ht^ \}^mmf yalor medius ipfius 

\'\'ee fit = VX'm'm'etc; denique valores medii productorum 

i ftXVe/etc. omnes fiunt r:o. Hinc itaque coUigitfius 

Af=<^(\X.^im + X'Vm'm' + V'rm"W' + etc:) 
Huic folutionl* quasdam annotationes adiicere conueniet. 

1. Quatenu^ fpectando obreruatioiiiim ertores tanquam quan* ^ 
iitates primi ordinis, quantitatea ordinum altiorum' negliguntur, 
in formula noftra pro ~X| V Xl' ctc. etiam valorea eos quotien- 

tiuBi x-jp etc. adoptareliceblt, qui prodeunt e valoribus obfer- 

▼atis-quantitatum ^, f^\ f^' etc. Quoties U e& funclio ijkiearie, 
maniferto nuUa prorfus erit -differentia. 

IL Si loco ^rrorum mediorum obferuationum, harum pon* 
^era ihtroducere^malumus, fint haec, fecundum vnitatem arbi<« 
trariam, refp. p, p', p^^etc, atque P pondas determinationis va« 
loris ipfius U e valoribus obferuatia quantitatum ^, f^\ V" eto. 
prodeuntis. ita 4ia>ebimttS #' 



P = 



g\ A» A. A. A' A 

* •(" t T ;7?~" "P •tc. 

P y P P 

IIL Si r elt functio alie datfl quentitetnm f^ f^'^ ^'' #1^ 
atquei pro harum valoribus veris, 

dT_ ar_ , dr ^ . ' 
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error in detertninatlone valorU ipfius T,.e raloribus obferuatls 
ijrfariim^ir,' V\ V* eic* ptfsutaTp erit = x^ + ;<'/ + x c' + etc^ 
B £\ atqufs error medius iq iftiiy d^teri^inatioi^e. ipetuenduft^ 
=: t^ (»jtm w + x'ag' >« m + x'' nmm + ela), E^rore^ £, E' vera 
HfiaiiifeAo . al> iquicem iatxf non erunt. independenteSi valorque. 
]uediu3 producti.Jbf', fecua ac valor medius producti tt ^ nou 
•rit =«,,Jed = «\.»wm + ij'^'i/l'r/i'-4-;c"V'/*''//i" + etc. .. 

IV. Probleraa noltrum etiara ad cafum eum'*exteridere licel, 
vbi valores quantitatum V^ V\ y" etc. non immediate per ob- 
feruationes inueniuntur, fed qnomodoCunque ex obferuationum 
combinationibus deriuantur, 11 modo Angularum determinationes 
ab inuicem funt iiulf^endentes^ i. e. obfernationibus diuerCs fu- 
perftnictae: quoties^ autem haec conditio locum non habet, for«> 
mola pro M erronea.euaderet. K. g. li vna alteraue obferuatia^ 
Quae «1 ^eterminatioaem valoris. iplius f^ inferuiit;, . eiiam ad va- 
loresn ipiiua V determinandum adhibita ellet^ errores e et e[ 
hand aqiplius ab inuicem independentes forent, peque adeo pro* 
ducti € d valor .medius = o, Si vero in tali cafu nexus quanti« 
tatum V^ V cum qbferuationibus limplicibus, e quibus deductae 
fuDt, rite perpenditar, valor medius producti et adiumento an- 
iiotaiionis lilt aflignari» atque iic foimuk pro M compleia reddi 
poterite 

»9- 
Sinr V^ V^P'" etc. functiQn^ inpogl^tUttni ,9:^ y, z eic, 
mullitudo illarum zz ir, multitud^ i^co|^it^rum,==: ^, fuppona* 
xnusquey per obferuaiiones vel immediats vel miediate valores 
functionum inuentos eS^ VzzL^ V^ zzL\ p^" zz L" eio^ ita tamen 
vc bse determii^ationes s^h iniijcepi fuerini ipdependentes. Si o 
maior efi quam tt, incogniljarqpieupUuio-^anifelto f^t prpblema 
indetermioatumi fi p ipG ^ ireqiialts eft, Ilngulae x, 7, z etc. in 
formam fuoctionum ipfarom • V^ V\ V" ctc redigi vcl redacrae 
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eoQcipi poiTunt» ita vt ex hanim valoribus obferuatis valores ifta*" 
Tum inqeiiiri poiTint, Hniulque a^liumento art. praea pMwdiiq*^ 
Bem relatiuam^ fingulis' his determinationibiis tribuend&m aflTignan 
liceat; deniqne fi p minorelt quam ir, fingula^ x, y^ ceta in* 
finitis modis diueriis in focmam functipnum ipfarum f^^ V* V^ 
etc redigi, arleoque illarum valorea iniinitis modis dJuerfis erui 
poterunt./ Quae determinationes exacte quidem quadrare debe^ 
rent» £ obferuationes praecifione abfoluta gauderenti quod quum 
fecus (e babeai:» alii modi alios valores fnppeditabunt^ nec mL 
nus determinationes e combinationibus diuerfis petitae inaequall 
praecifidne inlbructae erunt. 

Ceterum fi in cafu fecundo vel tertio fonctiones V^ V\ V*' etcw , 
ita comparatae eiTent^ vt ^ — ^4*^ ^^ ipfis, ic^l plures, tam- 
quam functiones reliquarum fpectare liceret, problema refpectu 
poiteriorum functionum etiamnum plus quam determinaium elFet, 
refpectu incognitarum x» y» z etc. autem indeterminatum ; harum 
fcilicet v^lores ne tunc quidem determinare liceret^ quai|do va« 
lores functionum V^ V\ V' etc. abfolute exacti dati eilent: fed 
hunc cafum a disquifitione nofira excludemiis. 

Quoties V^ V\ V* ' etc. pcr fe non Cunt functiones Uneares 
indetertninatarum fuarum, hoc efiici^tur, fi loco incognitaruni 
primitiuarum introducuntur ipfarum diflFerentiae a valoribus ap- 
proximatiSt qups aliunde cognitos eife fupponerelicet. Errores 
medios in deteraiinationibu» VzzL^ V* = L' ^ V'*<zzL" eto. me- 
tuendos reQp. denotabimus per mr^n, m- etc«, determinatipnum* 
que pondera per p, p\ p" etc., ita vt fit pmm ^pjrim^zrz 
pvKm etc. Rationem, quam interfe lenent errores medii, cdgnl» 
tam fupponemuSy ita vt pondera, quortiin vnum ad lubitum accipi 
poteftt fint nota. Denique fiatuetmis 

iV L)yrp=v,{V'^i:)yrp=v\ (^''•L")\/-p":5't>''cto. 
Manifcito itaque re^ perinde fe habebiti ac fi obferuationes im- 

media* 
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medifttae, aequali praedfione gau^entes, pnta quarum error me« 
diua = >» v^ p = m / p' = tn' V p" ete. » iiue quibua pondtts =1 tri- 
buitur, fuppeditauilTent ^ 

firiOf vsi^p v*::zo etc. 

20. 
F R O B I> ^ M A. 

Dejignantibus 4>, i>', t;" e/r. functiones lineares indetermim 
natarum oty y^z etc. Jequentes 

rrzflx + iy + ^* + *^c, + ' ) 

p:=iax + fc'y -|- c'z -f- ctc. -f- i' J, (I) 

!/':= a » + 6' y + c"s + etc. + T etc. ) 

ex omnifruj fyfiematibus coefficientium x%Xt h^ etc^ qui indefi* 
mte dant 

xt?+x u +x i> + etc. =x — A 

tfa t?^ k fit quantitas determinata i. e. ab x, y, z efc. independens^ 
eruere id^ pro quo xx^ x K -^xx" + etc. nancifcatw vahrem mi^ 
mmum. . . * 

Solutio* Statuamus 

, ai? + a'r -ttii"t/'+ ctc. = £ j 
it;-f6'p +6''r'+etc.=i, J (II) 
cij + cD^ + c^iy^+etc. = 1^ ) 

etc: eruntque etiani ^^ 91$ i ^^^ functionea linearea ipfarum a^ 
y, xietc., puta 

£ = xSaa + y2fl6 + x2ac + etc. +2«! \ 

i, = xSa6+y266 + 226c + etc. +2il [ (Ilt) 

^ = x2iic+y26c + x2cc + etc. +2eleta 3 

(▼bi 2aa denotat aggregatum aa + aa' + a"'a''+ etc, ac per- 

indtf' de reliquio). 

D 



X 



(IV) 
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multituaoqne ipfarBm |, ift ^ etc. moltUudini indeterminataroia 
X, Y* * ^^^' <>«9uaiis , puta := it. Fer eliminationem ita^ue elici 
poterit aequatio talis *) 

^ in qua fubftituendo pro ^ fit i etc valores earum ex 111, aeqoa- 
tio identica ptodire debet. Qu^re ftatueodb 

a [aa] + b[a0] -j- cl*rty]'+ etc. =« 
o' [cta] + 6' [«/3] + <[ay ] + etc. c a 
^'[aa] + 6"[a3 J + c"[ay] + «'e. =; «".etc. 
. neceflario erit indefinite 

a» + «t/ + «"»" + etc. =x — .<jr (V) 

Haec aequatio docet, inter .fyfiemata valoruin eoefficieiitiiiin x] x/ 
ie''etc. certo etiam referendos effe ho8x*=a/ x' = a', x" = a- etc^ 
nec non, pro fyltemate quocunque, fieri debere indefinite 

(;c — a)v + (x — a )v' + (x' — a")ii"+ etc. zz.A-^k 
quae aequatio implicat fequentes " « 

(x— a)fl.+ (x'— a )a -f^(»'— ct'')a"+ etc. s;:o 

(x — a)6 + (x — a')fe' + (p^''— 'fit'')t''+ eic. = o • - 

» 

x-^a^c-^i^x^oL^c-Yi^x — a )^..-f-rtc- 3t o 0ic. 

Multiplicando has aequationes refp.t per [^'a}i [a/3i [ay] etc, 
et addendo, obtiriemus j)ropter (IV) , - _«\ 

(x — «)rt+(x'—a'><«' + (x''r— «")«"+ ete;z3-o 
jfioe. .quod idem eft , . ^ , . ^ ;, .- > 

jcx + XX + XX + etc = eta + dd + a";t".+ etc. 
+ (X - a)» +.(x'-a')? + (*'--0» + eU. 
vtide patet, aggi^gatum x^ +• x'x' + x'x" + eic. valorem mini- 
mum obtiftere, fi Hatuatur x=a, x =a', x"^=a' eto. ^^. E. /. 

•) Ralio. cnr a<l denotandos coefEcientes e taH clinainatione^prodcun\ 
ie9i hoe potifTimtim characterea elegerimiif, infra elacebir. 



^ 
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/ 
I 

Gete)nmi*faic Talor xmanM ipfo £9quenU mado^eruitur. Ae« 
quaiio (V) docet elTe 

ttfl-t-a«+a a + etc = i 

iti + a'y + a^fc" + etc. == o 

<tc-t-ac+a c 4- etc = o etc 

MultipUcando has aequationee refp., per [aa], fa/3], [ay] etc. 
ec addendoy protinus habemus adiumento aequationum (IV) 

aa + ticL + «''«'' + eto. = [aa] , 



2U 

Quum oMeniationes fuppeditauerint aequationes (proiime 
Toras) r = Oy vzio^ ifzio etc, ad ▼alorem incognitae x inde 
^dendumy combinatio illarum aequationum talis 

X r + ;« ti + etc n o 

adhibenda eft, quae ipli x coefficientem i conciliet, incognitas« 
que reliquas jr, z etc eliminet; cui determinationi per art. 15. 
pondus 



f 4 



XX ^ XX *jr X jc'' + etc 

tribnendum erit. Ex art. praec itaque fequitur, determinationem 
maxime idoneain eam fore» vbi Itatuatur x^a,x=-a\x"^a*ttc* 
Hoc pacto X obtinet valorem jt^ manifeftoque idexn yalor etiam 
(absque cognicione multiplicatorum a^ a% a etc) protinus per 
diminationem ex aequationibus £=0, 9f= 0,^1=0 etc elici potefi» 



Pondus huic determinationi . tribuendum erit = 



£aa] 



I fiueerror 



' medios in ipfa metuendns 

t=Lm>f plaa'^ =mWp[aa\ ^^^m^V^p^laa] ctc 

Prorfus Ilmilr modo determinatio maxime idonea incoghita- 
rum reliquarum y^ x etc eosdem valores iplis conciliabit, qui 

C a 



/ 



-•i*. 
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per ellmiiMtioiMm ex iisdem eequatieittlMM £= o, 9|rro, ^:^ o etC' 

prodeuDt. ^ * 

Danotando cggregatum indeEhltum vv -^- v v' -^- tT v' tlc^ 
£a6 quod idcim eft hoc > ^ • < 

-_ per Hi patfet, s^» si/, s^etc. eiTe quotientes diff^rentialoA^at*- 
tiales functionis £i^ puta 



. ♦ • • 



Quapropter valores incognitarum ex obferuationum combinatione 
maxime idonea prodeuntes , quos valores maxifne plcknJibUes i^omr 
mode vocare pQlTumuSf identici erunt cum iis, per ^juos d va- 
lorem minimum obtinet. lam f^ — £ indefiDite exprimit diffe- 
rentiam inter valorem computatum et obferuatum. Valores ita- 
que incogniiarum niaxime plaulibiles iideni eruht, qui rummam 
quadratorum differentiarum inter quaniitatum ^^,' y\ V* etc. 
valores obferu^tos .et computatos, per obferuationum poridera 
itiultiplicatoruDfi y minimam eiEciunt, quod principium in Theo^ 
ria Motus Corporum Coeleftium longe alia via itabiliueramus. £t 
fi infuper praecifio relatiua fingularum determinatibnum afli* 
gnanda efi, per eliminationem indeiinitam ex aequatibnibuS (ill) 
ipfas X, y, X eta in tali f orma exhib^re oportet : ^ 

y = B4-[^a]£+[^3]», + [/3y]^4-etc, | (VJI) 
«=C+[ya]£+[y3]j, + '[yy]^+eto. ) " ' ^^ 

4 

etc. 

quo pncio valorcs maxime plaulibiles incognitarnm x, y,. z etc. 
erunt refp. ^i B» ^ etc.| atque pondera his determinatibnibus 
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tribaenda - - » rs:«%» t r etc, fiae errores medii in 

laaj [/3^J [yy] 

ipCs metueDdi •, . < i _ 

pro X mv^p[rtfle] — »iVp'[rt«i sm^v^ />"[««] etc 

prd X. ..'... mVp[yy]c:mVp'[yy5 =rntV^"[yy] «& " 
cia . ^ 

quocl connenit cuxn iis^ quae in Theoria MohiS Corporum Coe* 
Ufiium docuimus. 



>«• •• • • • 



22o 

De cafu omnium firoplicifllimo, limul Tero freqnentiffimo, 
tM vnica incognita adeitp atgue J^zrx, ^'=:x, ^^''rrx etc, paucis 
feoTfim agere conueniet. Erit fcilicetii=v^p»a'z: Vp^o^^rV^p^^elc., 
l= — Lv^p. r = — LVp^ r=:^rVp"etc., et proin 

^=:(p+p'+p''+etc)x-(pl. + p'r + p''r'+ eta) 
Hinc porro 



1« I 



pZ' -^ p' Lf •\- p" L." -f- eic 



p-|-p'-J-p"-|- etCe 



Si itaque e pluribus obieruationibus inaeqnali praecfilone 
gaudentibus» et quarum pondera refp. funt p, p\ p' eia» Talor 
eiusdem quantitatis inuentus efi e prima =L, e fecuuda nL\ e 
tertia = V etc, huius Talor maxime plaufibilis erit 

pTa-^- plJ-^p^^LT-^- etc. 
" P + P+p" + eic. 

pon dnsque buius determinationis ^p^p' ^^- p* eia Si omnes 
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obferuatiooes aeciuali praecifiotae gaudent^ valor inaxiiiie plaufibi* 

£ + £' + £"+ etc. 



t W I 



■^i 



L e. «equalia medio aritliiiietico tralorum obreruatoruniY bui^sque 

detMtuinadoni» pondus =1^9 accepto pondere obfcjruationum 

• . * * ■ 

pro TnitatCb 






\ 

\ t 



: r« 



;'f 



• 



•I 
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PARS POSTERIOR. 
^IBTATI REGIAE EXHTBITA FEBR. i, x^ 



23. 

I adhuG ruperfuBt difquifitiones , per qnas theoria praec»> 
xm illtilirabitur tum ampliabitur. 

inte omnia iimeltigare oportet, num negodum eliminatio- 
jiinfl adtumento indeterminatae x, y^ z etc. per ^, if-, ^ etc. 
lendae funt, femper Ht poflibile. Quum multitudo illarum^ 
udini harum aequalis fit, e thporia elimioalionis in aequa* 
is linearibus conltat, illam eliminationem , ii £, ^^ ^ etc» 
licem independentes iinty certo pollibilem fore; fin minue^ 
ibilem. Supponamus aliquantifpery £« ^Tf.^etc. non efle ab 
a independentes» fed exltare inter ipfas aequaiionem 
im 

o=:F£+Gi,4.H^+etc. +K 
mu8 itaque 

f 2aa+ G2o6 + //2flr+ et& =0 

Fi:ab+ G2t6+ HHhc + etc =0 

FXa4t -t- GSfef + Hllcc 4- etc. n o 
ee non 

F2n/+G26/ + H2c/ + ete;:r — K 



r .. 



« 



/ 
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Sutaendo porro 

«F+fcC + cH + elc. =:flj 

dF + 6'C;*- «7/ + etc. = fl^ WI) , . 

^j^F^ fe"<? + tf"// + etci = (T ' 
flta , eruUar ' 

■ nfl-i-aT + fl^r+etc^o.. 

^0 + 6'flr-j- 6"r + «tc =:a. 

* fl '+ c 3* 4- *"fl" + «tc. s= o 

etc, nec noii 

jMultiplicando itaque aequatione^ (I) refp. per 0, ^^ ^' etc. et 
iiddendo» obtinenius: 

osflfl+fl^fl^+rr+etc 

t • 

ijuae aequaiio manifelto confirtere neqnit, nifi fimul fuerit ^zzo, 

flp-o^ ff^zioetc» Hinc primocolligimus, neceiTario elTe debere Kzizo» 

JDein aequationea (I) docent, functiones v, v\ v etc. ita coihpa- 

ratas «iTe, vt ipfarum valores hon mutentur, fi valores quantita» 

ium a:« y% z etc« capiant incrementa vel decrementa ipfis F. ^, H et6. 

refp. proportionalia» idemque manifefto de funciiombus V^ V\ 

V*^ etc. vaiebit. Suppofitio itaque confiftere nequit, nifi /in. cafu 

iali, vbi vel a valoribus exaciis quantitatum V^ V\ ^' etc* va- 

lores incognitarum Xf y« z etc. determinare impoflibile fuilTet, i. e* 

«rbi problema jiatura fua fuiflet indeterminatum , quem cafum a 

4ifqaifitione Aoltra «xclufimuse 

Denotemus per j3i &% &* etc. multiplicatores^ qui eandem 
relationem faabent ad indeterminatam y^ quam liabent a» OLt a etc. 
jad iCt puta fit 
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•"«'[3«] + i'[/33].+ c [/3y]+ ctc=^' 
«"C^tf]+fr:'[a/3]+i?"[/3yJ+etc.=3" 

elCf lia vt fiat indefiiiite 

/3t^+3'i/ + 3V+ €tc. =y-B 
Perinde liiit y^ y^ y^ etc. mukiplicatores ficniles refpectu indeter- 
minatae s, puta 

^'[y^3 + *'[yi3] + €r'[yy}+ etc =y' 

«'[yxt] + 6"[ya] + c'[yy]+ eta sy'' 
etc. y ita vt fiat indefitiite 

yt? + y'a)'+y'»'+etc. =z— C 
et fic porro. Hoc pacto, perinde vi iam in art. ao. inueneramos 

^aa= 1, 2a6=o, 'ZaczzCf etc, nec non 2i«/= — ^ 
etiam- babebimua 

2/3a=o, 23*= N S3<^=<>«^«-f «*q«« 2j8f= -^B 
2ya=o, Sy6 =o, 2yc= i etc^ atque Syl = — C 
et £c porro. Nec miauat quemadmodum in art. ao. prodiit 

Scca = [tfrt], etiam erit 

233 = [i33]. Syy i=[yy] etc 

Multiplicando porrp valorea ipforum a, a\ a etc (art. ao. IV) 
refp. per B^ ^\ 0^' ttc et addendo^ obtinenius 

a&+a0' + a0'^o.=L[ct&].tiue'i:a$=[ct(i] 
Multiplicando aotem valores ipforum 0^ 0\ ff' etc refp. per 
a , a , a" etc , et addendo ,. perinde prodit 

a& + a &+a:'&' + €icz±[&a], adeoquc [a^] = [jSi*] 
Frorfus fimili modo eruitur 

Uy] = [y«] = Srty* [/3y] = [y3] = 2/3y «tc 

DenotemuB porro per X , X', X' etc valores fonctiohum 
o, t»\ v" etc, qui prodeunt, dum pro x, y, z etc. ipfarum va« 
lores' maxime plaufibiles A^ B^ C etc. fubfiituontur, puta 

E ^ 
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etc. 



a yrf + 6B + cC + etc. +Z = \ 
'a'^^ + 6' iJ -h c C + etc. + Z' = X' 

«^'^+6"B+c"Ci-etc. + t'S=\'' - 

itatuamus praeterea' 

XX + x'x' + X" X" + 9tc. = at 

ita yt fit 3f v^Iar fimctionia Q, vjiIor|bu8 maxjme plattiibilibas 
ihdeterminatarum re.rpoAdens, adeoque per ea, quae in art. ao. 
demonitrauimuSy valor^ mifiimps huius functionis. Hinc erit 
0\^ a\' + a'\" -^- Btc* valor ipfius £, valoribus a: = ^9y = Bt 
zzzC etc» refpondens , adeoque = o, i. e. hab^bimus 

et perinde net 

SfcXrro, 2cX = o etc; nec non Sct\ = p, SiSAF.^» 
2y\-=ftctc. ' 

Denique mulliplicando expreflioD^s ipfarum X, XV X" etc. per 
Xf W X" «ic.rcfp.. et «ddwdo, obtinemua/A. + /-V-K'V'-h:etc. 
= XX + VX: + X."V'+ etc, fiue '/ . . ; 



2fX=Ar. 



26. 



Substitucndo. in aequatione v^ax -^-ky + cz-^- etc. +1,- 
pro xV y, * etc; expreffiones VII. art.fii, prodibil, adhibitis 
reductionibus ex praecedentibBS obuiie^ ' 

i?=rt£+/3^ + y^+ ctc.^+X 

et perinde ' erit indefinite 

a.'=rt'a+/3> + y ^+«c., + X'. . . 

«"=a"|+r»i+y'7+etc+x" 

.etc Muliiplicanda vel has aequationes, vel aequationes I art.fto. 
refp. pcr X, V, V etc^, et addendo/ difcimu» eSe indefiuiie 
\v + k'v+\"v'+ etc.^M. 



I 
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Functio £2 indefinile in pluribus formis exbibeii pctcft, 
quas euoluere operae pl:etiunr erit. Ac primo quidem quadrancfo 
aequationes I art, ao. et addendo , ' Itatim fit ' ' ^ 

Cl=:xx ^aa -f- yy2fcfe+ zz^^c-^ etc. -}- sxy 2a& 
+ flxz 2 ac + ayz Sic-f- etc* + 9 x^al-j- ayXki 
+ flz2c/ + eic. 4- 2/i 
quae eft forma prima* 

Multiplicandb easdem aequationes refp. per v» v/*v* etc.t et , 
addendo, obtinemus: 

a-^x + 7iy+iz+ eic. +lv+rv+rv' + eic. 
aique hinCt fubftituendo pro v^'Vf v etc. exprelliones in art. 
pracc* iradiras, 

a = £x + i|y + ^x+ ctc. — ^£— Bif — C^— etc. +M 
fiue 

a = £Cx-^) + Jj(yr-B) +^(z-C) + eta + M 
quae eft forma Jecunda» 

Subftituendo in forma fecunda pro x— *^, y^^t s~C eta 
exprefliones VIL art si, obtinemus formam tertiami 

ii = ttf«]5£ + [3/33Ji>i + [yy]^^+etc. +a[a/3]£jf 
+ «[<*y]£^+«[/3y]»I^+eto. + M. 
Hii •adiungi poteft forma quarta , ex forma' tertia , atque formulis 
art praec. fponte demanans: 

a = (t>— X)» + (»'— X')» + (•"- X")«+ ctc + M, £ue 

quae forma conditionem minimi directe ob oculos fifiit. 



'28» 

Sint e. e» e" etc^ errores in 'obferu%tionibns , quae dederuat 

V:=LLf y'zzL[f V^" zzV ctc. commiin, i. e. iint valores f^ri 

functionum f% V\ V" etc. refp. L — e, 1*' — e\ ll' ^ t cta adeo- 

que yalores vcri ipfarum », v , v' etc. refp. — ^v^p, ^tyfp\ 

E t 



35 



CAROL. FRIDERIC. GAUSS 



">. » 



N 



— ^''Vp^ctCr Hinc valor vjerus ipfiiis at eril zz A^ at ^ p 

— aeWp — c« ' « ' V^ p" etc I fiue error valoris ipfius o?, in de- 
terminatione maxime idonea commiflus, quem per £x denoiare 
conuenit, 

Ferinde error valoris ipfius y in deterj^ioatione maxime idonea 
commiflus» quem per Hy denotabimos, eriC 

= 3^^P+-3'«Vp^ + /3"^'Vp"+ etc 
Valor medius quadrati (£x)* iauenitar ^mmp{^aft ^ aa 
-{-ct"a'-f- etc.} = m?Ajp[cea]; valor medius quadrati (Ey)* per- 
inde =:iRmp[33j ^^<^f ^^ i^ni fupra docuimus. lam vero eliam 
valorem medium producti Ex.Ey alFign^re liceC» quippe qui in- 
venitur 

= mmp(fc3 + a /3'4-a"iS" + etc.)=:mmp[a/3]- ' 
Conciune haec ita quoque exprimi polfunt. Valores medii q^a- 

dratorum (Exy, i^y)^ «^c. refp* aei^uales funt productis ex 
Immp in quotientes dilTerentialium ^artialium fecundi ordinis 
dda ddi2 

d^V dai.- "'^- . . 

valorque medius jproducti talis, vt Ex. ^y^ aequalis eit producto 

ex |?rtmp in quotientem diSerentialem j-^ j - > qtiatenus/ qui- 
dem i2 tamquam functio indeterminatarum ^,^,^.eta con- 

Defigiiet t funclionem datam linearem quantitatnm^^x y z^etc 

puta fit •- • ' ' ' -• ./ ''" ' '' - '•'-^^^-- »^-'^^^":** 

^ =/'» + gy + fcz + etc. -f- ^ 




•Wr comminitur; qut erSt - ~* 

=/£x-fgEy + fiEx4-et*, 



\ iniif. ' ".> 



V < . K . '• i . 



.• 
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ac^ueper £e^denatabitor* Manifefio valor niediiis Iniit» eivoria 
fit = o, fiue error a parte coniUnie liber erit* * At Talor medilia 
^iiadrati (£^)^ > iiae valor mediua aggregati 

+ Aft (£?&)* + eta etc. 
per ea^ quae in art» praec. expofaixiiua, nequalia fit prodnctp ex^ 
mmp in aggregatum 

fflcta] + 2fg[aB} + 9fh[ctv'] + ttc. 

+ 5Sl333-h«5'»C/3y]:f eta 

+ fc /1 fyy] + etc. etc 
fiae producto ex mmp in valorem fanctionia. £2 — Mf 901 
prodit per rubAitutiones 

Denotaodo igituc bunc valorem detennitiatum functioQis .£2 — ^ 
per o;, error medius metuendus, dum determinatioi>i ^=/K adhae» 

t 

remna, erit nmV^poJf Cue pondus huius delerminationis rr — • 

Quum indefinite habeator il— il^=(x— yrf).^ + (y — B) ly 
-|- (x-^ C)^-^ ete f patet^ uj qooqne aequalem ^0e yalori deter^ 
minato expreHlonis (x — A) f -^ (y — Byg -|- (x— C) fc 4" e^<^'t 
fiue valbri determinato ipfius t^K, qui prodit, fi indetermina« 
tis x, ^Ty z etc tribuuntur ralores ii, qui rerpondeat Taloribua 
ipfarom £, iy, ^ etc his ffg^h etcw 

Deniqoe obferaJamus^ fi t indefinite io fbrmam functionia 
ipraruni ^. ^, ^ eic. redigator, ipfiua partem confiantem Becetsa» 
rio lieri = K, ^ Quodfi igitur indefiniie fit ^ 

«=F| + Gif+H^4-etc. 4.JK • , 

crit <y=/F+g6-f Aif-I- etc* 

Fonctio £2 valorem foom abfotute mmifiiuni iNT, ▼! rtipra vi- 
dimcSy nancifcitur, faciendo it—J^yz^.B^ z^C eic*» fiue £=0 
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^^Of ^rroetc. Si riro alloiki ittdrum. qi]laotitahiiii,taIqr «rlrM 
iam tributus elt^ e..g. xiz^-j^Af variaiitibas reliquis' Q, aflequi 
potefi yalorem relatiue mioimumi qui maDi£eItg Qbtinetvtr adii:^ 
mento aequationum , • ♦ ^ 



= o 



= o etc. 



*dy ' "* dx 

« ' "^ . z' 

Fieri debet itaque 9f r:o, i = o eta, adeoque, quoniatti 9ttz A 

.+ [ce£t]£ + [tfj3;iij + [ctY]^+ etc. ^zz 7^^- .Simul habebitur 

[tf3]'A* -: . [rty]A 

Valor relatiuc mininiua ipfius Cl aatem fit = |]t« ct] ^^ + ^ 

i^M+T ;. Viccverfa hinc colligimuS. fi» valor ipuus il li- 

[acej «^ i - 

ilhitem praefcriptum M + /jt/x non fuperare /debet » valorem ipfius 

X necefr^rio intcr liniites A — /jiV*[uu] et-^ + ;^/[cc'ce] 'conten-* 

tum elfe debere. Notari nieretur, /xV[cta] aequalem fieri errori 

medio in valore maxime plaufibili ipfius x metuendoi fi fiatuatur 

u — inVpfi*^''^ A» aequalis fit errori medi6 obferuationum ta* 

lium, quibus ■ pondus r:: 1 tribuitur. 

Generalius inueftigemus valorem minimum ipfius Q» qui 
pro valore dato ipfius t locum habere poteft^ denotante ^ vt in 
art. praec. functionem linearem fx -|- g:y + M+ ^^^ +Af ^' 
cuius valpr maxime plaufibilis = K: valor praefcriptiis ipfius t 
denotetur per K + x. ^ theoria maxlmorum et minimortim coQ» 
Itat, problematis foliitionein peten4am efle ex aequationibus 

di2 ~ dt • ' 

dx dai 

da_ d£ • : : M 

iQ, .dt< ■■' - - '• . ' • i 

d7 = ^dl«'*^ • • •• 
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liue ^-rz^ff ^ = Qgy i=9f^ ^^c-r delignante Q muhipHcatorem ad- 
huc indeterminatum. Quare fi, vt in art. praec., (tatuimus, efle 



indefinUe • i *•. •' • 

habebitnus 

« + X = fl (/F+ g^G + AH-I- etc. ) + K , fiu« 

■» •■ 

(m) ^ 

accipiendo o^ in eadem £gniB'catione vt tn art. praecw Et quirm 
Q^-^M, indefinite, fit ^unctio honiogenea fecundi ordinia in« 
determinatarunii £, tf, ^'^^c. » rponte patety eius valorem pro 
^rrfl/, 71 = 6 gf i = Bh etc. fieri izfi^a;, et protn valorem mini* 
mam, queita* X2 pro trzK-^x obtincre poteft, ficri rrM-f- QQca 

=: Af 4". : — . Vioe verfa, fi Q, debet valorem aliqttem praefctiptum 
co * V . 

M -^- fjL /JL non fuperare, valor ipfius t neceflario inter limites 

K ^ u^ 00 et K-^-fjLV' 05 cootentus efle debet, vbi (jlV^ (a aequalia 

fit errori ftiedio ifjfHc^terminatione maxime plaufibili ipfius t nie* 

tneDdoi ii pra fj^ accipitur error mediua bbferuaLionumy quibus 

pondua = i tribuitiir. 

« 

Quottes muTtitndd qiianlitatum x, y, z etc. paullo mnior efi, 
determiuatio numerica vaIoium'^,fii C etc. ex aequatioDibua 
£=:o, ifrrOy ^=ro etc. per eliminationem vulgarem fatis molefia 
euadit. Propterea in Theoria Motus Corporum*^ Cocleitium art« 
133 algoriihmum peculiarem 'addigitjauimns , atque in Disquifi^ 
tione de eUmentis ellipticis* Valladis (Comm. recent. Soc. Got- 
ting. V0I. I.) copiofe explicauimus , per quem labor ille ad tan* 
tam quantam quidem res fert fimplicitatem euehitur. Keducenda 
fciticet cft functio Ol fob formam talem: 
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* 

vbi cliuifored 2(^, fS^ ^'^ ^D^'' ^tc. funt quantitates determinifta^; 
M®, u, u', u" filc. aatem luncitODesliit^aresipranim '-x, y, x etc. 
quarum taaien fecunda u libera elt ab x, tetiia u" libera ab x et 

y, quarta libera ab Xp y et z, et Rc porro, ita vt vltima zr''^*^ 
folam vltimam indetermijiatarum x'9 y^ z etc. jmplicet; denique 
coeificlentes 9 per quos x, y, x etc« refp. multiplicataa funt ia u^^ 
u^ u^etc., refp. aequale» funt ipHs^ 2t?> S3\ l|£'' etc«^, Quibns ita 
£actJ9 ftatueadum e[t u^^o, u zzp^ u^zzq^ u"tz.i> etc«/vnde va« 
lores incognitarum x, y^ z etc. inuerfo ordina commodiillma eli* 
cientur. Haud opus videtur, algorithmum ipfumt per quam 
haec tran^formatio Itmctionis Ai , abCQlu^tur^ hit d£mi0 rapatera^ 

Sed multo adhuc magia pyoUxum calenlnm irequirit dinrina- 
tio indeiioita, cuius adiuuiento illarum^ detarminationiim pondera 
Inuenira oportet. Pondus quidem daterminationis incognitae vl- 

limaa (quae fola vltimain jr^'^^^ ingra^tfiy) par aa, quae ia 
Tbeoria IVIotus Corporum Coeleftium damonitcata funt, facila u>> 
venitur aequale termino vltimo in ferie diuiror^m^^,^S3^ Catc.| 
quaproj^ter pluras calculatoras ,. vt aliminationem illam moleitam 
auftarent, deficientibus al^s fubiidiiSi ita iibi confuluarunt, vt 
algorithmupi de quo diximu^ pluries, mu tato >quantitatum x, 
y^ z.etc^ ordiiia, jrepeterent, Ilngulis deinceps ^Uimum loci.mi 
pccupantibua. Gratum itaque geometris fore fperamus^ fi mo* 
^um npuum ponjdera cleterminationum calculandi^ e penitiori 
argumanti per£cru.tationa Jbaultum faic axponamus, qui nihil am» 
^ius deiidarandum relinquera videtur. 
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• • ' ■ ■ 32« 

Sutuamns itaque efle (I) ' ' 

u' = lB'y+ r s+ etc. + 4' 

^ tt"= , , r»+etc. + r 

etc. 

. Hinc erit indefinite 

|d£2 = £dx4-«jdy + ^dz+ ctc. 

u^ du^ u i u iT d u' 
'= -^ +'^ + --^,7- + etc. 

=u«(dx+^-4y + ^^ d» + €ic.) 

r ' 

+ u (dy +^, d z + e^c) + «»"(d» + etc.) + etc 
rnde colligin^us (II) ' 

„-^uO+tt' 

etc 
Supponamiis, hinc deriuari formv^s fequente» (III) 

M<» = £ 

tt' =w/£+»| 
»" = ^'£ + 8"»! + ^ ' 
etc. 
lam e differemiali complelo aeqnationis 

^:^g(a,^^) + il(y-«) + ^(x--C)+etc, +M 

rubtracta aequatibiie- > . }< 

§ da=:^d«+.j|dy + ^d» +,eta, 

feqiutur i- • 

*da=:(*--<)4a+.(y-«)^»i + (*-^>^^+*'*' 

F 
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quae exprelEo identica effe deb^' cura hac ex III demanante^ 



u® _ . m' . . ^ . _ u'' 



^.d| + ^(^'d^+d,,)+^a^'dS+B"da,-hd^)'+etc 



Hinc coUigimus (IV) 



U® . U „ U 



u .. u 



y= «'+^''^+^'^- +^ 



S» 



u 



z = e^' + «*<7 + c 

etc. • - 

Subftituendo in hia exprellionibua pro u^, u\ u etc. valorea ca- 
rum ex III depromtos, eliminatio indefinita abfoluta erit« Et 
quidem ad pondera determinaoda habebimus j[V{)' 

I A^ ji' A[ >^'" , . .. 
[rtcc] = ^ + -^— + -^- + -^.^r- -H eic. • 

[/3i3]= -^ +"~g~+ ••'^ —.+ «*«• ^ 

[yy] = -^,. + -3^;— + «tc. 

etc. 
qnarum formularum limplicitaa nihil deliderandum relinquit. Ce- 
terum eliam pro coefficientibus reliquis [a|3], [ayj, [/3y] etc. 
formulae aeque fimplicea prodeunt, quas tameO| quuni illoriim 
vfus fit rarior» hic apponere fuperfqdemus» 

Fropter rei grauitatem, et vl ontnift ad calcolam pnrataiint, 
eiiani formolas explicitas ad determiaatioxiem coefilcitentium A\ 
A'\ A'" etc. ti' ^ El" etc. etc. hic adfcribere Tifum efi. 'I>ii|>Hci 
moio hic cakulos adornari ))oteii!, ^bnm aei^^ationes identioae 
prodire debeant, tum fi valores ipfarum u^, u, u' et<r. ex III 
depromti in II fubltituuhtur, tum etc" fubltituiione valoruiu 
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ipfarum ^, «f, i etc. ex H in III. Prior moias laec formularum 
ryftemata fulmiiiufirat : 

3(r+;^'-^ + r*'^+''^ =" 

«tc Tsde inueniuntur A'^ ^% ^ **©• 
— 4.B" = o 

«tc. vnde inueniuntur B'', fl' ,«lc. 

5>" 
- |. + C"=o 

€tc Tfide inueniuntur C" eic. Et fic porro. 

Alier modus has formulas fuggerit: 

5t»^'+95°=o 

rode habetur a\ 

5(0 ^" +'?»<» fl^ + €<»= o 

' . «B'B" + r=o 

TDde inueniuntur B" et y. 

3(o ji" 4. ©• flT" + C"» C" + 5>o = o 

<»' B'" + €' C" + 56' = o 

I r'C" + ©" = 

mde inueniuntur.C". B'". -<"'. Et fic porro. 

Vterque modue aeque fiere commodu» eft, fi pondera .determina- 

tionum onnctarom», y. « etc defiderantur ; quotie» irero e quan- 

utatibus [«a], [^31, [VV]««C- -^» *«"*"™ ''•^ ■^'*''' '*^°"^. 
lur, manifefto fyftema prius longe praeferendum ent. 

F a 
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Ceterum combinatio aequationum I ciim IV ad «aadem for- 
mulas perducit, infuperque calculum duplicem ad eruendos valo 
rea maxime plaufibiles A^ B^ C etc. ipros fuppeditat, pota prirno 

io if C' f 



Ti 



93' 



€' 



5D' 



f// 



B = 



C = 



etG. 






/y/ 






» •^ 



Calculus alter identicua eit cum yulgari,* vbi Aatuitur u^ = o, 



// 



t* = o 9 u = o etc. 



34- 



Quae in art. 39. expofuimus, Aint tantummodo cafua fpe- 
ciales theorematia generalioris, quod ita fe.habet; 

TuEOREMA. Dejigiiet t funcHonem iinearem indeterminatarum 
X, y, z etc. hanc 

t=zfx + gy + hz:^ eic. +:k, ' . .. ' 
quae transmutata in /unctionem indeterminatqrufrt u% u\ 11 etc. Jiat 

t= Ao.a^ + A'u + Tu' + eic. + X 
Quibus ita fe habentibus erit K valor maxime plaulibilis ipJGus t^ 
atque pondus hyius determinationis 



"" H^kok? + ^'h'k + rA''^ + etc. 

Dem. Pars prior theorex^iatis inde patet^ quod valor maxi- 
me plaulibilis ipfius t valoribus m^—Oi u'=o, u' = oetc. refpon* 
dere debet. Ad polteriorem dem onitrahdam dif^niamwv qno- 
niam |dl2=£daB + ijdy +^d»+ ecc., ai^que de =/d« + gdy 
+ fcdz + ac, effe, pro £=/, ni^g^ ^h etc, mdependenter a 
valoribus differentialium dx^ dy, dz etp, 
d£2 = Adt ' 
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Hiac'vero feqoitur, pvo iisdem YaIoribu8'^=/, ii=:g\ i=zh etc, 
fieri - ' ' , . ' 

^ du» -t- ~ d tt' + ^. d u" '+ etc. ,= Aodu* + A'du 

A"du" + etc. ' ■ ' 

lam facile perfpicitnr; Sl Jx, Ay^ itz ^tc. fint; ab inuicem inde* 
pendenteSy etiam Au^ ^ du\ ^u' etc^ ab inuicem indepcndentes 
cflei vnde colligimuSt pro ^=:/, vf^gp ^irii etc. effe 

Quamobrem vAlor iplius Q,^ iisdem valoribus refpondeof erit 

= H^ A« A^ + S»' A'A' 4- €" A''A" + etc + ;if. 
vnde per art. a^. theorematis lioltri veritas protinus diemanat, 

» 

Ceterum fi transPormationem functionis t immediate, i/el 
«bsque cognitione rubftitutionuiu IV. art! 3«, perficere cuiumus, 
praello funt formulae: 

g=«B^Ao + g5'A' 
, h = €oA« + rA'+ «"A" 
etc, ynde coeilicientes A°, A', A" etc deincepsdeterminftbQntnr, 
tandenique babebitur . ' 

K = — 4* A« - 4' A' — i"k" - eic. 

TcactaLione peculiari dignum. eft problema Tflquens, tum 
propter vtilitatem practicam » tum prbpter folutionis concittiiir 

tatem. 

* * ' •. 

Inuenire mutationes valorum maxime plaufibilium incogniia^ 

rum ab accejpone aequationis neuae productas^ nec non pOridera 
jiouarum determinationum. 



« « • %, 



Retinebimua (leGgnationes in praecedemibus a^ibitas, ita 
Tt aequationes primitiuae, ad pondus = i reductne, fint hae 
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K 



K 



K ^ --— (Ff -^- G s i-H h :\- etc.) z= —-—. Et quuiu 



iivdflfiaite fic 



u rs *■ 



.^ + 






pondus-iMus detertninatioms per principia art. «9, eroitur 

i+ v ' £ . ^^ 

Eadem .immediaie rernhant ex applicatione reguTae in fine artfir. 
traditae; fciUcet complexiis aequacionum' primiduarum praebuerat 

determination^m v^zzK cum pondere == — , dein obferuatio no- 

va dedit determinationem aliani, ab illa independentem, v^^zrOi ^um 

/f * ' 
poqdere siv.quibus combioatis prodit determinatio t;'*' ^ 

*+« 

t 

cum pondfre .= — + *• 

IL Hinc porro fequitur, quum pro x=ij?*, y=:B^ z=rC*etc. 
effc debeat ^*=io, >|*=o, ^no etc, pro iisdem valoribua lieri 
• /« _ e^ ^ hK 

nec non, quoniam indeBnite i2=:^(x — ^) + 9f(Y — ^) +g 
(z— C) + etc. + M, 

a = ,-^. (F/+ Cs+ HA+ «0.) + «=^^^^, 
d^nique« quoniam indefinite ^*= ^ •)- «*«*, 



Q* = M+r-— ^ + 



«:« 



= itf + 



££ 



(t + «)* • (i-t-w)» ■ i + « 

III. Comparando faaec cum iis quae in art 3^. ddcuimus, 
aoimadaecdJlnu», functionem Q, bic valorem miiumam obtioere, 

'quem pto-valoredeterminato funciioni» 0* = -—— accipere potefi. 
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Prbblematis a1iu8,'praecedenti affims, pata 

Inuejligare mutationes valorurn maxime plau/ibitium incogrii^ 
tarumf a mutato pondert vnius ex ohferudtionibus primitiuis oriun^ 
das^ nec non pondera nbuarwn determinationum 
folutioneni tantumtnodo hic adrcrib«mus , demon/trationetn. 
^uae ad inftar Art. praec. facile flbfoluit^r« breuitatis cauflfa fup« 
primentes. 

SupponaniuSi peracto demtmi calculo animaduertiy alicui 
obferuationum pondus fen nimis paruiun, feu nlniis niagnum 
tributum effe, e. g. obferuationi primae, qirae dedit f^:nls^ loco 
ponderi» p in calculo adhibiti reetius tribui pondas 2= p^. Tunc 
haud opus-erit calculum integrum repetere^ fed commodius cor- 
rectiones per formulas fequentes compuiare licebit. 

Valores incognitarum maxime plaufibiTes correcti erunt his 

^ (P* -P)/3X 

y-*-^p-^.(p*— /»}(ttrt + &3 + ^y + etc.) 

(;>*-p)yX 



= — 



etc. ponderaque harum dctcrminationum inuienxentur, diuidendo 
vnitatem rcfp. per 

' ip^—p)ciCL 

[^ct]-^.^ (p* - p) {acL + fr/3 + ey + ctc.) 

_ ( p^^-p^./B/B 

£33] p+(p^^p)(ac« + 63 + <^y +ctc.) 

^ (p^ — p)y y ^ 

tyyJ ^p+ (p^ — p)(aa + 63+ ^y + etc.) 
HaeQ folutio limul complectitnr cariim, vbi perax:to calculo per* 
cipitur, .▼nam ex obferuali^ibus omnino reiici debui/Te,. quum 
hoc idem lit ac fi facias p*=:o; et perinde valor p*z= 00 refer- 
• ' - • ' .- ^ '" G - ' 



etc. 



I 

» 
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tur ad cabim ' eum ,, vbi aequatkx V—la^ quae ^n calculo tam* 
quam approxim^a tr^ctata eraiiy. feuera .prae^l^fWffj^fibfolutft 

gaudet. ^ , . •./•.»... •;..^^ . : ...>^ 

Ceterum quoUes vel aequationiba^, quibus calculus^Aip^^ 

itructus erat, plures nouae. accedunt, vel plaribus ex illis pon« 

dera erronca tra^buta effe percipltur , computua cqrrectioiiui^ .^i«. 

mis conipllcatus euaderet; quocirca in tali cafa calc^lun^ ab ia^ 

tegro relicere praefiabit. j, .. , . 



» . t 



. In art.^i5, i6. methodum explicauimuSi obreruationnm praiK 
ciiionem proxime determiaandi *). Sed baec mjetfaoduS' fiappooia, 
errores,. qui reuera occucreriht, fatis multos exacto . eognitos 
efle, quae conditio^ firicte Jqquendo , rariflime, ne dicam mim» 
quam, locum habebit. Quodfi quidem quantiiatea, quarum var 
lores approximati per obferuationes innotuerunt, r^iu^um le* 
gem cognitam, ab vna pluribusue quantitatibus incognitjs pen« 
dent, harum valores masJnie plaulibilcs per methodum quadra* 
torum minimorum eruere licebit, ac dein^valores qqantitatum,, 
quae obferuatipnum' obiecta fuerant, illiiic computattperparuoi 
a valaribus vefis difcrepare cenfebuntur, ita vt ipforum dilFeren- 
tias a vatoribus obferuatis eo maiori iure tamquani obferuatio* 
num errotes veros adoptare liceat, qup maior fuerit h^rum muU 
titudo. Hanc.praxin fequuti funt omnes calculatores, qul obfer* 
vationum praecilionem ia cafibus concretis a polleriori aeitimare 
fufceperunt; fed manifefto illa theoretice erronea eit, «t quam- 
qtiam in cafibus multis ad vfus practicos fuiHcere poflit, tamen 



*) DrfqniGtio, de eodem' argnmento» qn^m in commentatione antetiorl 
(^ZeiifchriJt Jilr Jftrongmie und tterwandte TVifJeufchafUn VoL f, 
p. 489.) tradrderamna y ej^em hypoihefi circa iodolem fanctionis 
probabklitatem errornm exprimentts innixt erat, cni in Theoria mo- 
tua corpornm coeleflinm methodam qnadratorum tninimovQmr Cttper* 
firixxeramoa ( vid. ar t. 9, III. )• 
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in alits enormiter peccare poteft» Summppete itaque. hoc argu< 
mentum dicjQum .eXt, ouod' iiccaratius ejotodetur. ' 



Ketinebimus in hac disquilitione deGgnatione^ inde ab 
art. 19. aclhi|)iras^ Praxis ea de qu^ dixinHiS| qua^liiatea ^t £» 
Cecc« tamquam valore^ veros ipfarum x, y^ z conlideraty et pro* 
in ip[ij9 \f Vv V etc. taniquam .valoreft veros functionum .9« 
v\ V €tc. Si omnes obferuationes aequali . praecillone gaudent^ 
ipfarumque pondus pzz.pz:zp" etc. pro vuitate acceptum elt, eae- 
dem qiiantitatesji IigPJ^ mutatis, in jlla fuppofltione obferuatio- 
num errores exhibent, vnde praecepta art. 15, praebent obferua- 
tionum errorem medium m 

- \r ^^ + ^' >^' -^ ^" ^" + ^tc. __-.M_ 
~~ * ■" * 

" * • 

Si obferoationum praecilio non eft eadem/ quantitates — X» •!— X^» 
— X^' etc. exhiberent obferuationmn errores per radices qaadra* 
tas e ponderibus multiplicatos / praeceptaque art. i6« ad eandem 

formulam V — perducerent, iam errorem medium talium obfer- 

vationum , quibus pondus t=: i tribuitur, denotantem. Sed ma- 
mfeflo cakulus exactus requireret, vt loco. quantitatum X, X\ » 
X' ftc. valores functionum t), v\ v" etc. e valoribus veris ipfa-- 
rum X, y, x etc. pi^odeuntes adhiberentur, i. e. loco' ipfius M^ va? 
lor functionis Q, valoribus veris ipfarum x, y, z etc. refpondens. 
Qid quamquam affigriari nequeat, tamen certi fumus, . eum elFe 
Waiorem quam M (quippe qui eft minimus poffibilis), e^cipiendo 
cafum infinite parum probabilem, vbi inrognitarum vnlores 
niaxime planfibiles exacte cum veris quadrant. In genere itaque 
afErmare poffuqius, praxin vulgarem erirorem medium iuito mi- 
norem producere, fiue obferuationibus praecifionem nirnis nia* 
gnam tribuere. Videamus ian^, quid doceat theoria rigorofa. 

Ga 
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Ante omnia inueftigAre oporlet,- quonam moAo M ab bbfer^ 
vaiionum erroribua veris pendeat« Denotemus hoss vt in art ss, 
per €, e\ e" etc, Aatuamusquef ad maiorem limplicitatem 

«V^pnc, eVp'=/, e''v^p'=:e*' etc, nec non 

mVpzzim sT p,:=.rn' yTp" etc. ziz u 
Borrafint valores veri ipfarum aj, y^ z etc. refp. ^— »®, B— y% 
C — tP etc, quibus refpondeant valores ipfarum ^, i/, ^ eic. hi 
— ^®, — 1/^f — i*^ ctc. Manifefio iisdem refpondebunt Valores 
ipfarum v, v\ v" etc hi — 5, — e , — e" etc ila vc habeatuc 

^'^•ziae^ a e +0 £ + etc. • 

, 4,0 = &«■+ t'e' + 6"V'H- etc. 
^ =ce + «' e + c"e" +-*tc. 
etc nec non 

y^ = 3'e + /3'e' + 3"£' +.etc 

• O ' I ' ' 1 99 99 ' . ^ - 

X = yfi + y fi + y e + ®^» "^ 

Denique itatuemus 

i2°=r£e + e £ + ^"fi'' + etc. 
ita vt fit £l^ aequalis valon functionis ii valonbus veris ipfa- 
rum X', y, z etc refpondenti. Hinc quum habeatur indefinite 
a = M+.(x-^)£+(y-B)tj+(«-C)^+ etc. erit etfdm 

-M=:il'*— x<*£*— y^aj^ — at^^— ■ etc , / 

riinc manifeltum efi, M, euolutione facta effe functionem ho- 
geneam fecundi qrdinis erfG.rum e^ e\ e^etc, quae, pro diuerfis 
errorum valoribus maior minorite euadere poterit. Sed quate- 
^us crrorum magnitudo nobis incognita manet^ functionem hanc 
indefinite conlidcrare, imprimisque fecundum principia oalculi 
prol^abilitatis eius valorem niedium aifignare comieniet. Quem 
inueniemus, H loro quadralorum ee.^ e t\ e' e etc refp. fcri- 
bimus mwi, invi^ m m etCj^ producta vero ee\ ^e''^ e e" etc. 
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omnino omittimus, vel quod idem eft, G. Ipco ruiusuis quadrali 
«5, SBf t' B ctc» lcribimus yu/u, produclia fft', se' e e' etc. pror- 
fus neglectis. Hoc modo e termino Q,^ manifefio prouenit ft/JL/Ji 
terminus — »° £° producet 

— («cfr + a'a .+ a' a' + etc. ) /i^c = — fx/jL 
et Iimiliter IingUlae parles reliquae praehebunt — /i^c, ita vt va- 
lor medius totalis fiat =r (;7r — g)fjLfAt denotante ^r muliitudineni 
obferuationum, p muhitudinemincognitaruni. Valor verus quklem 
ipfius M^ prout fors errores obtulit, maior minorue medib fieri 
potelt^ fed difcrepantia eo luinoris momenti' erit, quo niaior 
fuerit obferuationum multitudo, ila vc pro valore approxiiuAto 
ipiias /4 accipere liceat 

M 

7t— ff 

Valori itaque ipfius fjLf ex praxi' erronea, de qua in art. praec. 
loquuti fiimur, prodiens, augeri debet in ratione quantitatis 
V"(^— f) ad /^. 

1^uo clarius eluceati quanto iure valorem forluitum iplius 

M medio aequiparare liceat, adhuc inueltigare opoitet errorem 

M 
medinm metiiendum, dunl Oatuimus 



=: m m. \^Vd error 



TT— ^ 



medios aequalis eft radici qaadratde e valoie medio quantitatis 



c 



12<> — xO.|o— yO„0 — zo^"— etc. —{K — g) 

Mar^B^BMM>OT» -^— — — — — ~~— ^— -^ ■ ■ -■ _ ■ - - J_y 



^natn ita exhibebimus 

a*--x«j<' — yo >fO — z^l° — etc^ a 



IHHlN' 



( 



Q 



it — § 



) 



^/ij- 



et quum 'manifefto valor medius termini fecundi fiat =ro, res in 

' * * » • 

€o vertitiir,'vt indagemus valorem medium functionis 



. \ 
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" ■«■= ( a*» -, x» £o — y« ^* — io ^* — ,«tc. )* . 
qufi inuento et per N deXignato, error mediM qMefi^tu erit 






Expreflio '^ euoluta nianifeAo e(t functio homogenea 
fiue errorudi e^ e\ e' etc. , fiue quaniitatum e, £^\ £'' etc.^ eius* 
que valor medius inuenieturf ii 

ic pro biquadratis e"*, /'^, e"* etc, fublUluuntur eomm 
valores xnedii . . , 

• a^ pro fingulis productis e binid quadratis .vt . e e e.e:, 
ee e" t\ e e e' fT etc, producta • ex ipforum valoribus mediis. 



puta m m m m\ m m tri' in\ 



m m m m etp. 



, 3° partes vero reliquae, quae implicabunt vel factorem 
talem e^ /,• v.el talem eee'e\ l^mnino omittuntur. valores 
medios , biquadratorum e^^e^^e^ etc. ipfis biquadratis m*^ 
iri^y m^ etc. proportionales fupponemus (vid. art. 16), ita 
vt illi fint ad haec vt v^ ad yu"*, adeoquq v^ denotet valorem 
medium biquadratorum obreriiationum talium quarum pondus 
= 1. Hinc praecepta praecedentia ita quoque exprimi pptcrunt: 
Loco fingulorum biquadratorum c^, «"*, i'^ etc. fcribendum erit 
r^, loco fingulorum productorum e binis ^uadratis vt ece /, 
Ett i'% d d e e etc. , .fcribendum erit ^^, omnesque reliqui ter- 
mini, qui implicabunt fiu^tores tales vt e^ji% T^ t^i i' t*^A 
^ £'fi"e'" erimt fupprimendi. 

His probe intellectis facile patebit 

I. Valorem medium quadrati il^ii^ effe Tt P^ ^ {itit-^it) fx^ 

II. Valor medius producti ee^^^ fit = a ct y* -fr C^'a 
+ <» <* +^te.)Af^f fitie quoniam 41 ct +fl'aHr <*"«*" + etcjz:!. 

Et quum perinde valor m^diua producti i i %P ^ fiat = 
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ii ^ i ^^\ -*• /«'* )4- 'p^f' ♦»lo* tn^dnrs " j^roduoti c ' e* x^ £^ kutem 
— a'a"(i?4 — ^4) j^ ^4 et fic porro,- patet, valorem medium pjo* 



=:y* — /i* + ^ft* 



.1 



Eundem valorem medium habebunt producta il*^y o^o, QPi.^ ^ 
etc. Quapropter valor' mediQs prbducti 12^ (a?'^^^ + y^ «j^ 
+ *^^^ + etc.) fit . :- 

IIL Ne euolutionvs Teliquaeinimi^ prolixae eaadant» idonea 
denotalio ihtroducenda erit. Vtemur itague characterifiica Srenfu 
«liquantum iktiori qiiani ftipra 'pafllim -factum eft, ita vt denotet 
aggregatum terminiy cui praefixa efi, cum omnibus fimitibus Xed 
non. identicis^inde pcr bmhcs objrcruation^um permntaliohes oriun* 
dis. Hoc pacto e* g, habemua x° r: 2 ^ e, x^ x^ =: 2 ct a « c 
+ ft.!Scect'c/. CoUigendo itaque valorem medium producti' 
^o ^o £o £o p^r, partes» habemas primo valorem medium producti 

= a a rt cc ( i' ^ — /i * ) + rt ce /i ^ 2 a a 

Perinde valor medius producti aVe'^'^®^® fit = n'fl'ct a'(>'^— ^e*) 
+ V ctV* 2 a a et fic porro , adeoque valor medius producti 

£°£°2rtctfifi 

z: (>'* — Ai*)Saaace + /z^S^a.Scect 

Forro valor ^ediiis prqducii ciU td ^'^ fit = ^act ad.fx^ ^ va- 
lor medius ^roducti ct a a t ^ ^ pei:inde = s ct a" a a /u* etc» 
Tode facile.concluditur, valorem medium producii ^^^^Sctaee 
fieri 

JJia collectis habemcis valorem medium producli x^x^^^£^ 

rs^y* — S/i*)2<rorta+B/i'» +/<♦ Saa.Saa. 

H 
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'> 



v> ., . 



. ..IV. H«ud .abfimili. 9iO(j^<)il;il|uew*«» Vjil^ ^nrediu». prp^^cU 

**:3{° .•C° il^ n. 1.-. . ,-.:j ,O:,0- A : ' ^ — '^ ;-,",. i,.y 

Sed habetur 

Satt^'/3'=Saa.S6/3 — 2aaJ3 

2ai?e'i3' = 2aJ.2a/3 — 2o6<t/3 : '.' ' '. 

2a/5fc'a'=2ai3.2fea— 2a/36a . ' 

vnde valor ille medius fit, propter 2 0^=1, 26/3 m, 2fl/3=o, 



«» 



V. Quupa prorfu». eodem modQ i^alor medius pro^ucU 
»» «o ^» ^» ,fiat « 

... . , ... 

et ilc porro, additio ralorem medium productiat^^^o/x^^A^+yOM* 
+ X® ^ + etc. ) fuppeditat 

= (y* — 3/i*)2(aa(aa H- 6/3 4^ <rY+ eto. )-) + (p +1)^* 
■^ix''ii:aa,'2.aa +.2a6.2rt3 + Sae.^^tty^ etc.) 

= (»'* — 3/4*)2(art(ae^ + t/3fcy-J-ptc.)) + (^+a)u'» 

VI. Prorfus eodem modo valor medius producti ^''«'•(x^^o 
+ *° ^ + etc. ) ieruitur » 

:^(y'»-3^4)2(ii3(aa + 6/3+cyVetc.))r+;(p-j.a)^,* 
• dein valor, <mediu$ producti z° ^''^x*'^® 4- yf^ _j_ jo ^o 1 .j %- 

= (y*— .3iu^)2C<^y(aa4-i^ + c^if-etc.)) +(^4. 3)^4 
et fic porro. Hino p«t additionem prod>i valor medius quadraii 
(«• fo + y» «,o 4- z* ^o + etc. )« 

^Cl-^^S/i^^S^^oa + i/S + ry+etc^a^ + f^p + a^j^^ 
VII. Omnibuft tandem rite collectis ecuitur 

(»>* — 3/**) S((oa + i/3 + cy+et€.)«) 
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2((«tf + 6/3 + cy+eto.)«)) 

4 

Error itaqoa medius in deiermitiatione ipfius fi;^ per foc- 

mulam 

M ^ 

metoenclus eiit 



,4 



Z/Jt^ 



^^{'l~--l~^ 



ry)} 



4o< 



Quantitas ^{{au +^3 + ^7+ ^<^)*3f 9"" ^^ expreflio- 
ii€m modo inuentain' ingreditufy generaliter quidem ad formam 
limpliciorem reduci nequit: nihilominus doo limites alTignari 
poITunt, inter quos ipfius yalor neceflario iacere debet. Primo 
fcilieet e relationibus fupra euolutis facile demonfiratur elTe 

(arf + *3 + ^y + etc.)* + {aoL + i/3' + ^y + etc.)^ +(fltt'" 
+ fe/r + ^y' + etc.)* + etc- =aa+ i3+ cy + ctc. 
vnde concludimus, aa + fr/3 + cy+ etc. eSe quaniitatem po« 
/itiuam vnitate minorem (faltem non maiorem). Idem valet de 
quantitate a' a + &'|3' + ^v' + etc, quippe cui aggregalum 

{aa + b'Q + c'y + etc.)* + ^a a + 6'/3' + cy + etc.)* 
+ ia a + y 3" + ^' y' etc.)® + ctc. 
aeqoale^ inoenitur; ac perinao a" a + fr''^'^ + ^''v" + etc." vni- 
tate minor erit^ et lic porro. . Hinc ^{{aa +&3 + ^y+ etc.)^ ) 
necelTario eft mioor quam it. Secundo habetur X ( a et + 6 3 
+ cy + etc.) iirp, quoniam fit 2aa=i, 2*3=^ Scyrri etc ; 
ynde facile deducitur, fumtnam quadratorum !E((a£t+&3 

+ ry + etc.)*) effe maiorem quam ^— ^ vel faltem aon mino- 
rem. Hinc terminos 
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necelTario iacet ioter limitee ^ — -^ ^*- 



et -^ 



•«•«- 



fi latiorea praeferitnus , inter hoa 









'71' 



vel. 



et + 



4_3^4 



^ 



et 



TJZ 



proin erroris medii in valore iplius fji/jizz — itietueiidi qiia* 



ay4 ^^4 .. ^^4 



< ■ ■' 



et 



P 



, ita vt preecilionem 



dratum inter limitee 

7t — g 'rt — g 

quantamuis aOfequi liceat^ Gl modo obferuationum multitudo fue- 
rit fatis magna. 

Valde memorabile elt^.in hypotheii ea Qart ^^111,)^ ^ui 
theoria quadratortmi minimorum olim fuperltructa fuerat, illom 
tferminum oiiinino excidere, et licuti, ad eruendum vi^Iorem 
approximatum erroris medii obferuatipnum fjt^ ih omnibus caC* 
bqs aggregatum XX +• X'X' + X"X" -j- etc. zzM ita tractare opor* 
tet, ac 11 eflet aggregatum tT - p crrorum fortuitorum, iU in illa 
hypothefi etiam praecifionem ipfam huius determinationis aequa* 
lem fieri ei, quam determinationi ex 71*— f erroribus veris tri- 
buendam elFe in art. 15. inuenimus» 



t^^ ^XJL.A^>OL<^ 



..^^ 



3i\r) 
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1. 

JLn (ractatione theoriae combinationis obseruationum Volumini 
V Commentationuni Recentiorum inserta supposuimus, quantitates 
eas, quarum valores per obseruationes praecisiono absoluta non 
gaudentes propositi sunt, a certis elementts incognitis ita pendere, 
vt in forma functionum datarum horum elementonim exhibitae s1nt, 
reique cardinem in eo verti, vt haec elementa quam exactissijie 
ex obseniationtbus deriuentur. 

In plerisqiie quidem casibus suppositio ista immediate locum 
habet. In aliis vero casibus problematis conditio paullo aliter se 
oflert, ita vt prinio aspectu dubinm videatur, quonam pacto ad 
formam requisitdm rednci possit. Haud raro scilicet ar^-idit, vt 
quantitates eae, ad quas referuntur obseruationes, oondum exhi- 

A 2 
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bitae sint in forma ftinc.t40num certorijni elementorum , neque etiam 
ad talpm formani reductbiles videantur, saltem non commode vel 
sine ambagibus: dum, ex altera parte, rei indoles quasdam con* 
ditiones suppeditat, quibus valorcs veri quantitatum obsoruataruni 
exacte et necessario satisfaceYe dcbent. 

Attamen, re propius considerata, facile perspicitur, hunc ca- 
sitm ab altero reuera essentialiter hatid differre, sed ad eundein 
reduci posse. Designando scilioet multitudinem quantitatum ob^ 
seruatanim per itt multitudinem aequationttm conditionalium auteni 
per a,9 eligendoque e pi*ioribus tt — o- ad lubittmii nihil impedir, 
quominus has ipsas pro elementis accipiamus, reliquasque, quaruni 
multitudo erit a, adiumento aequationum conditionalium tamqiiam 
functiones illarum consideremus , quo pacto res ad suppositionem 
nostrara reducta eriL 

Veriim enim vero .etiamsi ha«c via in permujtis casibus satis. 
commode ad fmem proposituni perducat, tamen negari non potest, 
eam minus genuinam^ operaeque adeo pretium esse, problema in 
ista altera forma seorsim tractare, tantoque magis, quod solutionem 
perelegantem admittit. Quinadeo, quum haec solutio noua ad caU 
culos expeditiores perducat, quam solutio prbblematis in statu priori, 
quoties a est minor quam jtt, siue quod idem est, qtioties multi- 
tudo elementorum in commentatione priori per p denotata maior 
est quam ^ti'» solutionem nouam, quam in commentatione prae- 
sente explicabimus, in tali casu praeferre conuoniet priori^ siqui- 
dem aequatiorres conditionales e problemaiis indole absque amba- 
gibus depromere licet. 



Designemus per i^, p\ %/' etc* quantitates, multitudine ir» qua- 
rum valsres per obseruationem innotescunt, pendeatque quantitas 
incognita ab illis tali modo, vt per functionem datam illarum» puta 
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7/f exhibeatur: sint porro /» l\ V^ etc. valores quotientium diffe- 
rentialium 

An dn 4« , . 

T~» 7~>» r^ • 

dp a(^ dp 
valoribus verls quanlitatum (^9 Vs p etc. respondentes» Quemadmo- 
dum igitur per substitutionem norum valorum verorum in functione u 
huius valor, verus prodit, ita, si pro v, t/f y" etc. valores erroribuist 
e, e\ e" etc. resp. a veris discrepantes substituunturi obtinebitur 
valor erroneus incognftae, cuius error statui potest 

= /e + /V 4" ''V' + etc. , 

siquidem, quod semper supponemus, errores Cj e\ e etc. tam exi- 
gui sunt, vt (pro functione u non lineari) quadrata et producta ne* 
gligere liceat. Et quamquam magnitudo errorum e, e\ e' etc. in- 
certa maneat, tamen incertitudinem tali incognitae determinationi 
inhaerentem generaliter aestimare lioet, et quidem per errorem 
medium in tali determinatione metuendum, qui per principia com* 
mentationis prioris Bt 

= ^nilmm + VV mm' + r l" ni' m" + etc.) 
denotantibus m, ni^ ni' etc. errores medios obseruationumi aut si 
singulae obseruationes aequali incertitudini obnoxiae sunt, 

= mv^(// + /'/' + VV + etcO 
Manifesto in boc calculo pro /, V, V etc. aequali iure etiam eos 
valores quotientium differentialium adoptare licebitf qui valoribus 
obseruatis quantitatum v^ v\ v' etc. respondent 

3. 

Quoties quantitates Vf v\ v' etc« penitus inter se sunt inde- 
pendentes, incognita vnico tantum modo per illas determinari pote- 
rit: quamobrem/tunc illam incertitudinem nuUo modo nec euitace 
nequ^ diminuere licet, et drca valorem incognitae ex obseruatio- 
Bibus deducendum nihil arbitrio relinquitur» 
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At longe secus se Iiabet rest quoties inter quantitates i^, i^', v" 
etc. mutua dependentia intercedit, quam per c aequationes con* 
ditionales 

X = 0, r = 0, ^ = etc. 

exprimi supponemus , denotantibus X, K, Z eto, functiones datas 

indeterminatanim v^ p\ v' etc» In hoc casu incoghitam nostram in« 

finitis modis diuersis per combinationes quantitatum i^, i/, v" etc« 

determinare licet, quum manifesto loco functionis u adoptari possit 

'quaecunque alia U ita comparata, vt XJ — u indefinite euanescat, 

statuendo X = 0, K = Oi Z — etc. 

In applicatione ad casum determinatum nulla quidem hinc 

prodiret differentia respectu valoris incognitae , si obseruationes 

absoluta praecisione gauderent: sed quatenus Iiae erroribus obno- 

xiae manent, manifesto in genere alia combinatio alium valorem 

incognitae afferet. Puta , loco erroris 

le + r^ + /"e" + etc. 

quem functio u commiserat, iam habebimus 

Le + L'e + JD'V + etc. 

si functionem U adoptamus» atque valores quotientium differentia* 

dtr 9lU ^U ^ ^ ^, ^,, , 

hum -=— *f T" 7 » T~7? ®^®» '^esp* per 1^^ Ij% L etc. denotamus. 
d V d i/ di^ 

Et quamquam errores ipsos assignare nequeamusy tamen errores 

medios in diuersis obseruationum combinationibus metuendos inter 

se comparare licebit: optimaque combinatia ea erit» in qua hic 

error medius quam minimus euadit. Qui quum fiat 

= yf{LLmm + L' L' ni m' + U' L" m m + etc.) 

in id erit incumbendum^ vt^aggregatuni L Lmm + IJ L! 7ii m ^ 

L" L" m" m' + etc. nanctscatur valorem minimum. 

4. 

Quum varietas infinita functionum Z/, quae secundum condi- 
tioiiem in art. praec. enunciatam ipsius u vice fungi possunt» eate* 
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Bus tantum bic consideranda veniat^ quatenus diuersa systemaia 
valoriim coefficientium Ly L\ L" etc. inde sequuntur, indagare 
oportebit ante omnia nexum» qui inter cuncta systemata admissi- 
btlia locum habere debet. Designemus valores determioatos quo- 
tieotium differentialium partialium 

dX dX dX 



> "; — 7> 



A, V d i/ d u^ 

AY AV dr 



9 •; — r » 



etc« 



etc. 



d if ' di/ d i^" 

dZ d Z d Z 

d ^ d ^ d t; • 

quos obtiuent, si ipsis v^ t/f f^''etc.*vaIores veri tribuuntur» resp. per 

a» Xif a etc* 

6, h' , b" etc. 

c» Vj c" etc. etc» 
patetque, si ipsis Vf i/^ v" etc» accedere concipiantur talia incre- 
menta dp, dv\ dp" etc. per quae Xj Y^ Z etc. non mutentUTi 
adeoque singulae maneant = 0» i* e. satisfacientia aequationibus 

z^ adi/ + a'di/ -{' a'dp" -}- ejc, 

= bdi> + Vdi/ + b"dv" + etc. 

= cdi' + c'di;' -f- c''di/' + etc. 

etc. 
etiam U'^ U non mulari debere , adeoque fieri 

= {l—L)dp -f- {V—L')dv + {1"—^")^^"+ etc. 

Hinc facile concluditur, coefficientes jL, Z/\ L" eic» contentos esse 
debere sub formulis talibus 

Z/ = / + ax + iy + c« -}- etc. 
Z/' = /' + a * + ^y + c'je + etc. 

L"= '"+ «'* + ^VH" ^"^ ■l" ®*^* 
etc. , denotantibu» « , y, jz etc. multiplicatores determinatos. Vioe 
versa patet, si systema. multiplicatorum determinatorum x^y^z etc. 
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ad lubitum assumatur, semper assignari posse functionem V talem, 
cui valores ipsorum Zy, Ij\ IJ' etc. his aequationibus confomies 
respondeant f et quae pro oonditione in art. praec. enunciata ipsius 
u vice fungi possit: quin adeo .hoc inFmitis modis diuersis efRci 
posse. ' Modus simplicissinius eritstatuere I7=M + *X"4-y K+rZ+ 
etc. ; generalius statuere licet i7=L w + a?X+yK4-jeZ+ etc. + 'A 
denotante u talem functionem indeterminatamm v%Vj i/^etc» quae 
semper euanescit pro X = Of K = Of Z—Q etc, et cuius valor 
in casu ^eterminato de quo agitur Ht nifiximus vel minimus. Sed 
ad institutum nostrum nuUa hinc oritur diiferentia. 



5. 
Facile iam eriti multiplicatoribus x^ y^ z etc. valores tales 

tribuerei vt aggregatum 

r T * ^* • r*T' ' ' I T9' T>f 99 9f ' % * 

Lljmm '•^ IjL m m +/> L m m + etc. 
assequatur valorera minimum. Manifesto ad hunc finem haud opus 
est cognitione errorum mediorum m^ m\ m etc. absolutat sed suE- 
ficit ratio» quam intei^ se tenent. Introducemus itaque ipsorum 
loco pondera obseruationum p , p^ p" etc. , i. e. numeros quadratis 
mm, inm, ni' m etc. reciproce proportionales,.pondere alicuius 
obseruationis ad lubitum pro vnitate accepto. Quantitates x^ y , z 
etc. itaque sic deterniinari debebunt, vt polynomium indefinitum 

(ax -if-hy-i^cz-^ elc. + /)« , tdx-\-l!y + cz -j- etc, + /')« 

P. P 

ia"x + b"y + c"z + etc. + /")* . . 
+ „_ -t- eic. 

P . 
nanciscatur valorem minimam, quod Geri supponemus per valores 
determinatos «", y^^ «o gjg^ 

Introtlucendo denotationes sequentes 



aa aa 

P P 



I ^ « • r t 

+ — TT + «tC- = [««] 
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. ab a b 

— H r ^ TT + etc. = [«*] 

P P P 

_' _' " " 

P P P 

1 -¥ —n- + etc. = [bb^ 

P P P 

bc , b'c' Vc" , . r». 1 

P P P 

9 9 99 99 

P i^ /^ 

etc. nec non 

1 r + -TT + elc. = [«/] 

/> P /> 

i/ , *'/' , b'T . r/,^ , 

— + — + — + eto. = [bl} ] 
P P P 

f 9 j9 9t ,99 

Cl . C l , C l , ^ r ,T 

_ + —^ ^ ^ + ctc. = [c/J 

p p p 

etc. 

manifesto conditio miniml requirit vt fiat 

= [aa] ar® + [flA] j® + [ac] 2<> + etc. + [a/] ^ 
= [«A]a:^+[ii]yO + [6c]5o + etc. + [A/] • . 
= [ac]ar« + [6c]j«+[cc]s«+etc. + [c/] | ^*^ 
. etc. ] 

Post<{uam quantitates x^^ y®, «^ etc. per eliminationem hinc de- 

rtuatae simt, statuetur 

. aar^ + by^ + cz^ + etc. + / = Z/ ) 

' a".TO + fc> + c"£o+ etc. + /"= /V' \ ^^^ 
etc. ' 

His ita factis, functio quantitatum p^v v' etc. ea ad determina- 
tioneu^ incognitae nostrae maxime idonea minimaeque incertitudini 

B 
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obnoxta erit , , euius quottentes differenttales pairtiales in casu deter- 
minato de quo agitur habent valores Zr, Ij\ U' etc. reap. , poa» 
dusque Iiuius determinationis j quod per P denotabimus^ erit 

" LL , UL' . r'z.""" 7~ ^^^ 

+ —r- + —ir- + etc. 

P P P 

I 

siue -^ erit valor polynomii supra allati pro eo systemate valo- 

P , 

rum quantitatum x% y ^ z etc. » per quod aequationibus (l) satisfit. 

6. 

In arte praec« eam functionem 27 dignoscere docuimus» quae 

determinationi niaxime idoneae incognitae nostrae inseruijt: videa- 

mu8 iam, quemnam palorem incognita hoc modo aasequatur» De- 

signetur hic valor per /T» qui itaque oritur» si in 'U valores ob* 

seruati quantitatum i^, v\ iT etc* sub^tituuntur; per eandem substitu- 

tionem obtineat functio u valorem h\ denique sit x valor verus incogni* 

tae, qui proin e valoribus veris quantitatum f, v\ iT eto« proditu- 

rus esset , si bos vel in XJ vel in u substituere possemus. Hinc 

itaque erit 

it = 3B + /e + /'e' + fe" + eto. 

Krz X + Le-^- L'e' -\- L"!" + etc. 
adeoque ' 

K=zi (L—l)e + (JJ.—Vy + {L"'-l")e" + elc. 
Substituendo in hao aequatione pro Z. — /, L' — /', L" — /" etc. 
talores ex (2), statuendoque 

ae + a'e' + a" e" + etc. = 7C 
be + b'e'+ b"e" + etc, = *S l (4) 
ce + ce + c"e" + etc. = S f 
etc., babebimus 

A"= * + •Jf.to ^ 33^8 _j. g^o etc. (5) 
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Valores quantitatum 2(f Si C etc« per fonnula8.(4) quidem calcu* 
lare non possumufl» ^um errores e^ e\ e^ etc, inaneant incogniti; 
at sponte manifestum est, illos fMJbil aliud esse» nisi valores fun« 
ctionum X^ Y, Z etc^ qui prodeunt, ai pro v^ v% v^ etc. valores 
obseruati substituuntur. Hoc modo systema ae^ationum (j), (3}, 
(5) completam problematis nostri solutionem exhibet, quum ea., 
quae in fine art. 9,. de computo quantitatum /, l\ V^ etc, valori* 
bus obseruatis quantitatum ^» ^fj \f' etc« superstruendo monuimus^ 
manifesto aequali iure ad computum quantitatum a, a\ a' etc. by 
b\ b" etc. etc« extendere liceat. 

7- 

Loco formulae (3)^ pondus determinationis maxime plausibilis 
exprimentis, plures aliae exbiberi possunt^ quas euoluere (operae 

pretium erit* 

a fi " 
Frimo obseruamus, si aequationes (2) resp. per — , — , — 

P P P 
etc. multiplicentur et addantur^ prodire 

[aa]*o + [aft]y» + [ac]*o + etc.= ^+f^'+^' + 

P P P 

etc. 

Fars ad laeuam fit = 0> partem ad dextram iuxta analogiam per 

raX/] denotamus: babemus itaque 

[aZ/j = 0> ef prorsus simili modo [6Z,] = 0> [cZ.] =0 etc. 

T jt JH 

Miiltiplicando porro aequationes (2) deinceps per — , — , 

P P' P" 
etc^ et addendo» inuenimus 

Ih l'L' 1"'l" , LL L'U L"L" 

}- —7- •{ — + etc. = -1 r- H «- + etc. 

P P P P P p ^ 

vnde obtinemiu ezpressionem aecundam pro pondere, 

1 



P = 



IL V L' l" L" 

— H 7- + — T, h etc 

P P P 

B 2 



V 



12 CAROLI FRIDERICI 6AUSS 



Denique muUiplicaado aequationes (2) deinceps per — j ~-^9 — #/ 

Mr kr Mr ■ 

etc. et addendo^ peruenimus ad «xpressionem ieriiam ponderis 

^ ^ [a/]«o + [6/]/0 + [c/]z+etc. + [//] 
si ad instar reliquarum denotationum statuimus 

// /'/' /" r 

- + — + -77- + etc. = [//] 
P P P 

Hinc adiumento aequationnm (l) facile fit transitus ad expressio- 

nem quariam, quam ita exhibemus: 

1 

— = [//] — [aal^x^x^ — [**]/V — [cc];s*^2® — etc. 

— 2[^ 6] x^y^ — 2[a c] x° «o — 2[bc]y^ z^ — etc. 

8- 

Solutio generalis^ quam hactenus explicauimus, ei potissimum 
casui adaptata est, vbi i^na incognita a quantitatibus obseruatis 
pendens determinanda est.- . Quoties vero plures incognitae ab iis- 
dem obseruationibus pendentes valores maxime plausibiles exspe- 
ctant, vel quoties adhuc incertum est, quasnam potissimum incogni- 
tas ex obseruationibus deriuare oporteat, has alia ratione praepa- 
rare conueniet, cuius euolutionem iam aggredimur. 

G>nsiderabimus qiiantitates Xf y^ z etc. tamquam indetermi- 
natasi statuen\us 

{aa\x + [pbly -f- {ac]z + ielc. = ^ » 
lab]x + \bU]y + [bc-]z + etc. = «, L (6) 
[ac]x + lbc]y + [cc]z + etc. = ^ J 
etc. > supponemusque , per eliiuinationem Iiinc sequi 
[eta]^ + bt&]it\ + [ciy]^ + etc. = * ^ 
[/3«]5 + m']^ + IM^ + etc. ^y } (7) 

[y«]| + [^y]»f + [yy]^ + etc. = z ) 

eto. 
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Ante omnia hic obseruare oportetf coefficientes symmetrice 
positos necessario aequales fieri, puta 

[3«] = [«^] 

[ya] = [«y] 
[y3] = [3y] etc. 

quod quidem e theoria generali elimioationis in aequationibus li< 
nearibus sponte sequitur, sed etiam infra, afisque ,illa, directe 
demonstrabitur. 

Habebimus itaque 

*o=-[aa].[a/] — la^^.lbQ — [ay].[c/] — etc, 

j^<»= — [a3],[a/] - lB&}.[bQ — [5y].[c/] -etcWs) 

z^ =— [ay].[a/] — D3y].[6/] - [yy].[c/] — elcJ 

elc. 

vnde, si statuimus 

[tta]% + [u&]^ + [«yJS + etc = ^I . 
[am + [/3|3]« + [3y]S.+ etc. =z B \ (9) 
[ay]^ + [/37]55 + [y y]S + etc. = C J 

etc^ obtinemus 

X ;= it — ^[a/] — B[bl] — C[c/] — etc. 

vol si iosuper statuimus 

aA-^bB-^-cC-^* etc. r= /7e % 

a'-// + b'B + c'C + etc- = ps ^ (10) 

a"^ + b"B + c"C + etc. = / V J 
etc. 9 erit 

K= k— ls~ l'a -^ Vi' — etc. (11) 

9. 
Gimparatio aequationum (7)» "(9) ^ocetf quantitates auxilia- 
res A^ B^ C etc, esse valores indeterminatarum x^ y, z etc. re« 
spondentes valoribus indeterminatarum £» 1f> ^ etc. his £ = 7(» 
i| = 58 9 ^ = (£ eto. » vnde patet haberi 
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[aa]J + [ab]S + [ac]C + etc. = IC , 
[ab]J + [bb]^ +' [bc]C + etc. '=z V5 > (12) 
[ac]^ + [bc]B + [cc]C + etc. = S J 



a a €1 



etc. Multiplicwdo itaque aequationes (lO) resp. per — , "rr, —s 

etc. et addendo» obtinemus 

7C = afi + fl « + «'«' + ctc. 
et prorsus simili modo l ^ . 

85 = 6e + 6'«' + 6"/' + etc ^ ^"' 
. e = Cfi + c/ + c'/' + ctc. 

etc. lam quum 2C «it valor functionis X, si pro v^ Vy v^ etc. va- 
jores obseruati substituuntur » facile perspicietur , a his applicentur 

correctiones -^ «i -^ fi^ d* etc. resp., functionem.X hinc ade- 

pturam esse valorem 0» et perinde functiones Y^ Z etc. bino ad 
valorem euanescentem reductum iri. Simili ratione ex aequatione 
(11) coHigitur, X esse valorem functionis u ex eadem substitutione 
emergentem. 

Applicationem oorrectionum — ^» — e^ —e' etc. ad obser- 
uationes^ vocabimus obseruationum compensaiionem y manifestoque 
deducti sumus ad conclusionem grauissimam, puta, obseruationes 
eo quem docuimus modo compensatas omnibusr aequationibus con- 
ditionalibu& exacte satisfacere^ atque ouilibet quantitati ab obser» 
vationibus quomodocunque pendenti eum ipsum valorem conciliaret 
qui ex obseruationum non mutatarum eombinatione maxime idonea 
emergeret. Quum itaque * impossibile sit , errores ipsos e , e\ e' 
etc. ex aequationibus conditionalibus eruere, quippe quarum mul- 
titudo haud suCficit» saltem errores maxime plausibites nacti su* 
mus, qua denominatione quantitates ^, e^ e" etc. designare licebit. 

10. 

Quum multitudo obseruationum maior esse supponatur mulUtu- 

dtne aequationum conditionalium, praeter sjstema cprrectionum maxi- 



SUPPLEMENTUM TlIEORIAE COMBINATIONIS btc. 15 

me plausibilium — e^ — i^ -— e etc« infinite multa alia iniieniri pos» 
sunt, quae aequationibus conditionalibua satis&iciantf operaeque pte« 
tium est indagare , quomodo baec ad illud ae babeant* Ginstituant 
ifaque — * J5^, — ^^ — ^' etc. tale ayatema a maxime plausibili 
diuersum » babebimusque 

aE ^Y a£f + «'^' + etc. = H 

bE + V£: + b"lif' + etc. =: « 

c£ + cEf + c" K -f etc. = e 
etc. Multiplicando bas aequationes resp. per Ay B^ C etc. et 
addendof obtinemus adiumento aequationum (iO) 

pe JS + ptE! + pi'E:' + etc. = ui2( + 2?i8 + CS + etc. 
Prorsus yero simili modo aequationes (13) suppeditant 

/>£« +/«V +yVV' + etc.=^7C + i?95 + Ce + etc. (14) 
£ combinatione barum duarum aequationum facile dedncitur 

pEE^p^EfH ^in^rET ^^W. zzpee +pa6 +pVV' + etc. 

+p(E—e)^ +p'(E^—ey + pXEr^—ey+eto. 
Aggregatum /?££ + p^E^E^ + p' El' S* + etc. itaque necessa^ 
rlo nutias erit aggregato J9S6 + pti + P* d^ i^ + etc.9 quod 
enunciari potest tamqiiam 

Thegrema. Aggregatum quadratorum correctionnm 9 per quas 
obseruationes cum aequationibus conditionalibus conciliare licet» per 
pondera obseruationum resp. multiplicatorum 9 fit minimum^ si cor» 
rectiones maxime plausibiles adoptantur. 

Hoc est ipsum principium quadratorum minimorum^ ex quo 
etiam aequationes (12)? (10) facile immediate deriuari possunt. 
Geterum pro boc aggregato minimo^ quod in sequentibus per S 
denotabimus, aequatio (14) nobis suppeditat expressionem HA 
+ J»f5 + C€ + etc. 

11. 

Determinatio erromm maxime plausibilium» quum a coeffi** 
cientibus /9 V^ V* etc. independens sit, manifesto praeparationem 
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commodissiinam sistit, ad quemuis vsum, in quem obseruationes 
vertere placuerit Fraeterea perspicuum est, ad illud negotium haud 
opus esse eliminatione indejiniia seu cognitione coefficientiuin [ctal, 
[^'/3] ^^c** nihilque aliud requiri, nisi vt quantitates auxiliares 
A'^ B% C etc.> quas in seguentibus correlata aequationum condi- 

9 

tionalium X=Of KsO, Z -=:- Q etc. vocabimus, ex aequatio- 
nibus (12) per eliminationem definitam eliciantur atque in {brmu- 
lis (10) substituantur. 

Quamquam vero Iiaec metbodus nibil desiderandum linquat, 
mioties quantitatum ab obseruationibus pendentiura valores maxime 
plausibiles tantummodo requiruntur, tamen res secus se haliere 
videturi quoties insuper pondus alicuius determinationis in votis 
est» qnum ad bunc finem, prout boc vel illa quatuor expressio- 
num supra traditarum vti placuerit» cognitio quantitatuni Lj L\ £/' 
etc. f yel saltem cognitio harum x^ , y^ , z^ etc. neeessaria videa- 
tur. Hac ratione vtile erit» negotium ellininationis aceuratius 
perscrutari» vnde via faciiior ad pondera quoque inuenienda se 
nobis aperiet. 

* < 

« 

12. 

Nexus quantitatum in hac disquisitione occurrentium baud 
parum illustratur per introductionem functionis indefinitae secundi 
ordinis 

[aalxx -}- llah^xy + 2[ac]xz + etc. + [hb^yyy 

+ 2lbc]yz + etc. -f- lcc^zz + etc. 
quam per T denotabimus. Frimo statim obuium est » hanc functio- 
nem fieri 

(ax + by -f. cz + etc.)» (ax + b'y + cx -|- ctc.)* 

« — -I- / ' ■ ' ■ 



, {a"x + Vy + c"« + etc.)« 
+ -r, + «c. 

D 



(15) 
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Porro patet esse 

y = *£ + y fl + ^^ + etc. (16) 
et si hic denuo x, y, z etc. adiumento aequationum (7) per ^% ifi 
^ etc* exprimunttir , 

T= [aa]^^ + 2[«3]£»f + 2[rty]a^+ elc. + [/3i3]>i»f 
+ 2[fiYlt,i + etc. + IvvJii + etc. 

TJbeoria supra enoluta bina sjrstemata valoram determinato- 
rum quantitatum «,y, £ etc, atque £. «f. ;f etc. continet; priori. 
in quo X = x<*,y = y», 2 = ^o etc. ^ = — [«/], «f = — [^O» 
^. = — [c /] etc. , respondebit valor ipsius T hic . 

t 

y = L"] - jp 

quod vel per expresstonem tertiam ponderis P cum aequatione (l6) 
comparatam, vel per quartam sponte elucet; postwiiNriy in quo 
X = j4jy = B, z = C etc, atque £ = 7(, «f = ©, ^= €tetc„ 
respondet valor Tnz S, vti vel e formulis (10) et (15) > vel ex 
bis (14) et (16) manifestum est. 

13. 

lam negotium principale consistit in transfonnatione functionis 

7 ei simili, quam in Theoria Motus G)rporum Coelestium art.182 
atque fusius in Disquisitione de elementis ellipticis Falladis ex- 
posuimus. Scilicet statuemus (l7) 

[66,1] = [66]- \^ 

L6c,i] = [6c] ^^ 

Vh^ -.1- TA^ [«6] \a d\ 
[6rf,i] = [6<fl ^- 

eto. 

[CC, 2] = [cc] — ^^ tT-r 4" 

[aa\ [bbt ij 

c 



IS CAROLI FRIDERI.CI QAUS8 

[cd, 2] = [cd] j^^ [bb7ir~ 

etc. 

[drf, 3] = [drf] - ^^^^ - j^^3^ - ^— ^ 
etc. etc. Dein statuendo ^) 

[A6, i]y + [6 <^ . i> + [*^ i> + «««• =n^ 

. [c c, 2]2 + [c c?, 2]^^ + etc = i" 

Iddf 3]i4^ + etc. = q/" 
etc«9 erit 



quantTtKtMque 4|', ^^, ^" etc. a ^* m, i, ^ et& pendebunt per 
aeqiiationes eeqventec: 

* -^~ [«a]C [66, 1]" 

/«"'-/«— [^^ft- [^iLi^ .__'[£f^_2] ,« 

»'-"*' 1««]^ [**. 1]" [<?c.. 2] ^ 



etc • 

Facile iam omnes formulae ad propo«itum aostrum necessariae 
binc desumuntur. Scilicet ad determinationem correlatorum A, By 
C etc statuemus (18) 



*) In praecedentibus su£Scere poteraiit lernae litei^ae pro variis systema- 
tibus quantitatum ad tres primas aequationes conditionales referendae : 
hoc vero locOy vt algoqthmi lex clarius .eluceat, quartam adiungere 
visum est; et quum in serie naturali literas a, b, c; A^ J3> C; 
21, 38/ S sponte sequanlur d, D, ^, in serie x, y, «, deflcienle 
alphabeto, apposuimus w, nec nou in hac St U* ^ hanc (p. 
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®' = « - f"-^^ ^ 

M, n. \a.c\. , • ffic, \\ 

[rt «J [6 6, IJ 



[«oj [A6, 1] [c c, 2l 

etc, ao dein ^, JB, C, D eto. eruentiir per Cormulas seijuentes, 
et quidem ordine inuerso , incipiendo ab vltimM, 

[afljy/ + [ab}B + [acj C + [acqO + etc. = "ZC V 

[6 6, 1 ] 5 + [bc, i] C + [W, 1 J/> + etc. =93' | 

, [cc,2]C+ [cr/,5j£)+etc. = S" ^^^Q 

£rfJ,3]Z>+etc. 
etc. 
Pfo aggregato iS autem habemus formulam nouam (20). 



'Hti <B' «»' g" g" !>'" I )'" 

? = p"^ + [fcMi ■'" [cc, 2] "^ [c/c/, 3] ***'• 

Denique a pondus P, quod determinationi maxime plausibili quan- 
titatis per functionem u expressae tribuendum est, desideratur, 
faciemus (21) 

[6/, !] = [&/] _-p^^ 

[c/,2] = [c/]-.— ^-^ P7ia~ 

r^/ai-r//i l^^m^n [bd,i][bl,i] [crf, 2J [c/, 2J 
[rf/, 3] - [dl] ^-^ ^^^^ {^~2j— 

■ 

€tc., quo facto crit (22) 

± - r//i f<!! rHiJl C ^^3? [f^^Jl! 

p - '-''J-' [aaj -" [66, 1] ~" [cc,2] ~" [dd,3] " 

Formulae (17) .... (22) > quarum 'simplicitas nihil deside- 
randtim relinquere videturi solntionem' problematis nostri ab omni 
parte completaqi exhlbent. ' --..-< 

C 2 
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14. 
Fostquam problemafa primaria absoluimus, adhuc quasdam 
quaestiones secundarias attingemuis, quae huic argumento maiorem 
lucem affundent. 

Primo inquirendum est, num eliminatio, per quam x^ y^ z 
etc. ex £9 9|f ^ etc. deriuare oportet, vmquam impossibilis fieri 
posfiit. Manifesto iioc eueniret, si functiones ^9 1/I9 i etc. inter se 
haud independentes essent. Supponamus itaque aliquantispert vnam 
earum per reliquas iam determinari » ita vt habeatur aequatio identica 

«tg + 3«? + y^ + etc. = 
denotantibus a > 3 1 y ctc. numeros determinatos. Erit itaque 

«[««] + /3[«*] + V 1«^] + «tc. = 
alab] + /3[66] + V [* c] + etc. = 
a[ac] + $[bc] + y [c c] + etc. = 

etc.9 vnde» si statuimus 

« 

cea + /36 + yc + etc. =/7 

aa + /36' + yc' + etc. = p & 

aa" + 36" + Vo" + etc. = p'' 0" 
etc» sponte sequitur 

«0 + a& + a&' + efc. = 

60 + 6'©' + 6''0" + etc. = 

c + c& + c'0" + etc. = 
etc.f nec non 

/>00 + pe'& + /'0"©" + etc. = 
quae aequatio , quum omnes /7 , /7 , p'' etc. natura sua sint quan« 
tilates positiuae» manifiesto consistere nequit, nisi fuerit = 0» 
0' = 0, 0" = etc. 

lam consideremus valores differeatialium eompletonim dX, 
d F*, dZ eto. ^ respondentes vaIor*^bus iis quantitatum p, p',. v" etc» 
ad quos referuntur obseruationes. Haeo dilQkrentialia » puta ' 
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aJp + a dv -^ a'^u' + etc. 

fedi' + 6'dt/ + y^iiv' ^ elct f 

0^1^+ cdi'' -|- c \\l' A^ ctc- 

etc» per conclusionem ^ ad quam^modo delati sumus, inter se ita 
dependentia t|runt]i vt per ttt 09 y.etc* resp» multiplicata aggrega* 
tum ideAtioo euanescens prodacant,. siue quod idem est, quoduis 
ex ipsis (cui quidem respondat .multiplicator ai 3> Y ^^^* ^on eua- 
nesceiis) $ponte euanesoet» simulac omnia reliqua. euanescere sup- 
ponuntur. < Quamobrem ex aequatipnibiis conditionalibus X zz 0, 
Y zz O9 Z -zz etc. » vna (ad minimum) pro snperjlua habenda 
est» qutppe cui sponte satisfit» simulac reliquis satisfactum est. 

Ceterum si ru prokndius inspicitttr, apparet» banc conclusio- 
nem per se tantum pro amhit« infinite paruo . vartabiiitatis indeter» 
minatarum valere. Scilicet proprie duo casus distinguendi erunt» 
alter, vbi vna aequationum conditionalium X — 0, Y =z 0, Z^Q 
etc. absolute et generaliter iamiam in reliquis contenta est, quod 
fa6(le in quouis casn auerti poterits alter» vbi, quasi fortuito, pro 
iis valoribus concretis quantitatum^ v^ v^ v" etc» ad quos obserua* 
tiones referuntur» vna functionum X» K» Z etc. e. g. prima X» va* 
lorem maximum vel minimum (vel generalius» stationarium) nan» 
ciscitur respectu mutationum omnium» quas .quantitatibus v^ v% v" 
etc» saluis aequationibus Y ^ 0, Z ^ etc» applicare possemus« 
Attamen quum in disquisitione nostra variabilitas quantitatum tan* 
tummodo intra limites tam arctos consideretur, vt ad instar infinite 
paruae tractari possit, hic casus secundus (qui in praxi vix vmquam 
occurret) eundem effectum habebit» quem primus, puta vna ae- 
quationum conditionalium tamquam superflua reiicienda erit, certi* 
que essie possumus, si omnes aequationes conditionales retentae eo 
sensu quem hic intelligimus ab inuicem inde][»endentes sint» elimi* 
nationem necessario fore possibilem. Ceterum disquisitionem vbe- 
riorem» qua hoc argumentum» propter theoreticam subtilitatem po« 
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tius quam practicam vtilitatem hau^ indignum est i ad «liam occa- 
sionem nobis reseruare debemua. 

m 

\ ' ' ' 

15« • ■ ' . 

In c6mmentatione priori art. 37 Bqq. metboduiti docuimus;, 
obseruationum praecisionem a posteriori quam proxrme eruendi. 
Scilicet si valores approximati ft quantltatum per obsetruationes ae- 
quali praecisione gaudentes innotudrunt» et cum veloribtts iis com- 
parantur, qui e valoribus maicime plaustbflibus g elementorumt ,a 
quibus illae pendent, per calculum prodeunt; differentiarum qua- 
drata addere, aggregatumque per 7t — g diuidere oportet^ quo 
facto quotiens considerari poterit tamquam vaknr approximatus qua- 
drati erroris medii tali ohseruatibnumigeneri inhaerentis. Quotiea 
obseruationes inaequali praecisione gaudent, baiec praecepta eatenus 
tantum mutanda sunt» vt quadrata ante additionem per obseruatio- 
num pondera multiplicari debeant» errorque medius hoc modo pro- 
diens ad obseruationes referatur« quarum pondus pro vnitate ..a^ 
c^ptum est 

lam in tractatione praesente illud aggre^atum manifesto qua- 

drat cum aggregato S, differentiaque tt — g cum multitudine ae- 

quationum conditionalium <r, quamobrem pro errore medio obser- 

S 
vationum» quarum pondus =1^ habebimus expressionem V" — $ 

quae determinatio eo maiori fide digna erit, quo maior fuerit nu- 
merus o*. 

Sed operae pretiuip erit» hoc etiam independenter a disqul* 
sitione priori stabilire. Ad hunc finem . quasdam nouas denotatio* 
nes introducere conueniet. Scilicet respondeant valoribus indeter- 
minatarum £, «j, ^ etc. his 

£=a, ^ = 6, ^ = c etc. 
valores ipsarum x , y<i z etc. hi 
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« = tf,^=j8, arsry ete. 
ita Tt liabeatiir 

a = «[««] + A[a/3] + c[ay] + ete. 

j3 = «[tf/3] + 6 [/33] + c[0y] + etc. 

y = a[ay] + 6[i3y] +.c[yy] + etb. 
elc. Perinde valoribus ' 

£ = a I ^ ts i', ^ = c etc. ^ 

respoiidBre auppotieiBus lios 

Jip = af^5Pi3,« = y etc. 
nec non liis 

£ = a ', ^ = b"s ^ = c" etc 
sequentes 

a? = a", y = 3'\ £ = y'' etc. 
et sic porro. 

His positis combinatio aequationum (4), (9) suppeditat 

w^ = ce^ + ae + a'/' + etc. 
B = 06 ^ ^e' + 3V' + etc. 

— v^ + v^ + y^ + ®tc.- 

etc. Qiiare quum habeatur 4S = 7(^+ ©^ + gC + etc, 
patet (ieri 

5= (a^ + a'e'+a'^"+etc.) (a^ + a'e' + «"£?"+ etc.) 
+ (6^ +6'e'+r^"+etc.) (3^ + 3V + 3V + etc.) 
+ (c^ + c'e + c"e"+ etc.) (y^+y 1?' + yV + etc.)+etc. 



16. 
Institutionem obseruationum , per quas valores quantitatum 
v^ v^ V etc. erroribus fortuitis e, c', c" etc. affectos obtinemus, 
considerare possumu.s tamquam experimentum , quod quidem singu- 
lorum errorum commissorum magnitudinem docere non valet, atta- 
men, praeceptis quae supra explicauimus adbibitis, valorem quan- 
tilatis 4$ subministrat, qui per formulam modo inuentam est functio 
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data illorum errorum. In tali experimento errores fortuiti vtiqiie 
alii maiores alii minores prodire possunt; sed quo pluref errores 
concurrunt» eo maior spes aderit» valorem quantitatis S in experi- 
mento singulari a valore suo medio parum deuiaturum esse, Rei 
cardo itaque in eo vertitur, vt valorem medium quantitatis S sta- 
biliamus* Per principia in commentatione priori ezposita» quae Uc 
repetere superfluum esset» inuenunus hunc/valori^m m^ium 

= (aa + 63 + cy + etc.)m;» + (««+*' 3'+ c'y'^exc.)m'ni 

+ (aV + 6''3" + <?"y" + eta)mV + etc. 

Denotando errorem medium obseruationum talium» quarum pondus 
ss 1» per /Lc» ita vt sit /jlim zr pmm zzpmtn^z:! p"mm etc, ex- 
pressio modo inuenta ita exhiberi potest: 

/aa act aa!' \ /6/3 6' /3' 6" /3" \ 

(^7 + 7 + "7" ^'V'"'' +(<7 + 7"+ ^ ^ •*^v ''^ 

cv c y c y N 

y + -r- + — /- + ctc. J y^t^\ etc. 

atf a CL a CL 
Sed aggregatum — + — ;- -J Tp- + etc. inuenitur 

Ir P P 

= [ao] . \ttti\ + [a6] , [rtjS] + [ac] .[rty] + etc. 

adeoque .= 1» vti e nexu aequationum (6)» (7) facile intel|igitur* 
Perinde fit 

+ etc. = 1 
+ etc. = 1 



*3 , 


h'& 


*"/3" 


P + 


-^ + 


/: 


"V . 


/ 9 


c y 


p + 


p + 


p" 


et sic porro. 


• 





Hinc tandem valor medius ipsius ^ fit =: (T/bc/if quatetiusque 
igitur valorem fortuitum ipsius S pro medio adoptare licet» erit 

/u = V* — . 
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17. • 

Quanta fides huic detemiinationi babenda sit^ diiudicare opor* 
tet per errorem medium vel in ipsa vel in ipsiu^ ^adrato metuen- 
dum: posterior erit radix quadrata valoris medii expressionis 

cuius eudutio absoluetur per ratiocinia similia iis, quae in commen* 
tatione priori artt. 39 ^9[4* exposita sunt. Quibus breuitatis caussa 
liic suppressisy formulam ipsam tantum hic apponimus. Scilicet er- 
ror medius in.determinatione quadrati /^^ metuendus estprimitur per 

v 0- (Tcr y 



denotante p^ valorem medium biquadratorum errorum, quorum 
pondus = 1 9 atque N aggregatum 

(a(t + 6/3+cy+etc.)« + («V + i'/3' + cy+etc.)* + 

(«" ce" + 6" 3" + c' y" + etc. J« etc. 
Hoc aggregatum in generd ad formam slmpliciorem reduci nequit» 
sed simili modo vt in enA. 40- prioris commentationis ostendi potest« 

eius valorem semper contineri intra limites tT et — • In hypotbe- 

si ea^ cui tbeoria quadratorum minimorum ab initio siiperstructa 
erat, terminus hoc aggregatum continens, propter p^ zz 3/i^, om« 

nino excidit, praecisioque , quae errori medio, per formulam V — 

determinato, tribuenda est, eadem erit^ ac si ex tr erroribus ex- 
acte cognitis seoundum artt. 15) l6 prioris commentationis erutus 
fuisset. 



18. 

Ad compensationem obseruationum duo, vt supra' vidimus, 
requiruntur: primuni, vt aequationum conditionalium correlata, i. e. 
Dumeri ^, B^ C etc. aequationibus (12) satisfacientes eruantur, 

D 
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secuncluin , Tt Iii numeri in aequationibus (10) substituantur. Coni* 
pensatio boc modo prodiens dici poterit perfecta seu compleia, vt 
distinguatur a couipensatione imperjecta seu mancai Iiac scilicQt 
denominatione designabimusi quae resultant ex iisdem quideni ae- 
quationibus' (10) t* sed substratis yaloribus quantitatum A^ B, C 
etc. t qui non satisfaciunt aequationibus (12)) i« e. qui vel parti 
tantum satisfaciunt vel nullis. Quod vero attinet ad tales obserua- 
tionum mutationes , quae sub formulis (10) comprehendi nequeunt^ 
a disquisitione praesente, nec non a denominatione compensatio« 
num exclusae sunto» Quum, quatenus aequatipnes (10) locum ha- 
bent, aequationes (13) ipsis (12) omnino sint aequiualentes, illud 
discrimen ita quoque enunciari potest: Obseruationes complete 
compensatae omnibus aequationibus j:onditionalibus XzzQ, 1^=0» 
Z =: etc. satisfaciunt, incomplete compensatae vero vel nullis 
vel saltem non omnibus; compensatio itaque, per quam omnibus ae- 
quationibus conditionalibus satisfit» necessario est ipsa completa. 

19. 

lam quunt ex ipsa notione compensationis sponte sequatur, 
aggregata duarum compensationum iterum constituere compensatio- 
nein, facile perspicitur, nihil interesse, vtrum praecepta, per 
quae compensatio perfecta eruenda est, immediate ad obserua- 
tiones primitiuas applicentur, an ad obseruationes incomplete iam 
compensatas« 

Reuera constituant — , — 0', — 0" etc. systema compen- 

sationis incompletae, quod prodierit e formulis (I) 

Qp = A^^a + B^b + C<>c + etc. 

©y = ^oa + B^V + C^c + etc. 

&y= A^a+ B^b"+ C^c'+ etc. 
etc. 

Quum obseruationes his compensationibus mutatae omnibus aeqiia- 

tionibus conditionalibus non satisfacere supponantur, sint 21^, ^'\ ^'^ 
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etc* valoreS) quos Xy Yy Z etc* ex illaram substitutione nancis^ 
cuntur. Quaerendi sunt numeri ji^^ B^^ C^ etc. ae^uationibus 
(11) satisfacientes 

2(o = urfo[aa] + if*^[rt6] + C^lac'^ + etc. 

25<> = A^^iab] + 5o[66] + C^\b6\ + etc* 

e« = A^iaJ] + ^o[Ac] + C^[cc\ + etc. 
etc, quo facto compensatio completa obseruationum isto modo mu« 
tatarum efBcitur per mutationes nouas — x% — x$ "^. x^' etc.t vbi 
Xf X9 Tt' etc. computandae sunt per formulas (III) 

xp —A^a + JS06 + C^c + etc. 

xp = A^^a + i?«6' + C^c + etc. 

xV = A^a + i?o6" + C*c'' + etc* 
etc* lam inquiramus, quomodo bae correctiones cum compensa- 
tione completa obseruationum primitiuarum cobaereant» Primo ma- 
nifestum est haberi 

2C<> = 7( — «0 — aQf — aQ" — etc. 

g5*= 33— 60 — b'& — 6''0" — etc. 

e<> = e — c0 — c 0' — c'0" — etc. 

etc. Substituendo in bis aequationibus pro 0, 0^ 0"^ ete. valores 
ex (I)f nec non pro li^^ 15 ^f C^ etc. valores ex 11« inuenimus 

7( = U«+^<»)[a«] + (5o + ^)[a6] + ((>> + O») [a c] + etc. 
S5= (^o+^<>)[aZi] + \B^^B^)[bb'] + (Co + C»)[6c] + etc. 
C = (^o+^*)[«c] + (5« + 5«)[*^] + (C«+ C«>)[cc] +etc. 
etc^ vnde patet» correlata aequationum conditionalium aequationi- 
bus (12) satisfacientia esse 

^. = -r^o + ^<>, B = B^^B^, C — C^-^C^ etc. 
Hinc vero aequationes (10)» I et Ill^docent, esse 

« = + ;«, e' = 0' + x% fi' = 0" + x"etc. 

i. e. compensatio obseraationum perfecta eadem prodit, siue im- 

mediate computetur, siue mediate proficiscendo a compensatione 

manca. 

D 2 
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20. 
Quoties multitudo aeqoationum conditionalium permagna est, 
determinatio correlatorum A,BjC etc. per' eljminationem directam 
tam prolixa euadere potest, vt calculatoris patientia ei impar sit: 
tunc saepenumero commodum ess% poterit^ compensationem com- 
pletam per approximationes successiuas adiumento theorematis art. 
praec. eruere. Distribuantur aequationes conditionales In duas plu- 
resue class^s, inuestigeturque primo compensatio, per quam ae- 
quationibus primae classis satisfit, neglectis reliquis* Dein tracten- 
tur obser\iationes per hanc compensationem mutatae ita, vt sola- 
rum aequationum secundae classis ratio habeatur* Generaliter lo* 
quendo applicatio secundi compensationum systematis consensum 
cum aequationibus primae dassis turbabit; quare, si duae tantum* 
modo classes factae sunt, ad aequationes primae classis reuertemur, 
tertiumque systema quod huic satisfaciat eruemus; dein obseruatio- 
nes ter correctas compensationi quartae subiiciemtis, vbi solae ae- 
quationes secundae classis respiciuntnr. Ita alternis vicibus , modo* 
priorem classem modo posteriorem respicientes , compensationes 
oontinuo decrescentes obtinebimus^ et si distributio scite adomatft 
fueratf post paucas iterationes ad numeros stabiles peruenienms. 
Si plures quam duae classes factae sunt, res simili modo se habe- 
bit: classes singulae deinceps in • computuni venient, post vltimam 
iterum prima et sic porro. Sed sufficiat hoc loco, hunc modum 
addigitauisse , cuius efficacia multum vtique a scita applicatione 
p^ndebit» 

21. 

Restati vt suppleamus demonstrationem lemmatis in art. 8 
suppositi, vbi tamen perspicuitatis caussa alias denotationes huic 
negotio magis adaptatas adfaibebinuis. 

Sint itaque x^ ^ x\ x\ x" etc. indeterminatae, supponainus* 
que, ex aequationibus 



99 

m 
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„ooarO ^ „oi/ j^ »«««" + »03. ^" ^ etc. = X^ 
,»»o«o + «»»*'+ »"*" + »"«'" + etc. = X' 
n«o«o + /»«'«' + »■**" + n»»*'" + etc. r= JC'' 
n»o«o + »31.,' _|- h»»x" + »3 3x"' + etc. = Jt'" 

etc. 
segui per eliminationem lias 

jVooxo + JVo»X' + A'o»JC" + li<>^X"' + etc. = .ro ' 
jViojfo ^ JV»»X' + JV«*X" + JV»9X"' + elc. = x' 
jV«ojxo + JV»« X' + A'«« X" + A'«3 X"' + etc. = *' 
JV30XO + JV3» X' + iV3« A" + A3» J:'" + etc. = «' 

etc. 

Substitutis itaque in aequatione prima et secunda secundi sj- 

stematis valoribus quantitatum X, X', X", X'" etc e primo sysle» 

mate, obtinemus 

«o = A-oo (»00.^0 ^ „01/ j^ noije" + »08«"' + etc.) 
+ JVo»(»»o.xO ^ „11^.' j^ „ia.V' ^ »19«'^ + etc.) 
+ JVo«(n»f«o + »««*' +' »«««".+ »«3«'" ^ etc.) 
+ ^'«'(«•««o + 1»»»«' +7»»«»" + »»»«"' + etc.) 

etc«f nec non i 

«' = JVio(»oOjr 4- »01»' 4. „oa," ^ »08 ^;"' ^- elc.) 
+ JV"(»»Oie + ;,ii.r' + »««.t"^ »»»«'" + etc.) 
+ JV^»(»«Oje +»«»«' ^ »9«.t" + »«3a?'" + etc.) 

+ JV"(»30x + »3««' + »3««" + »8 3;c"' + etc.) 

«tc. 

Quum ytmque aequatio manifesto esse debeat aequatio iden- 
ticai tum in priori tum in posteriori pro x^y x\ x\ x'[ etc. valores 
^oslibet determinatos substituere llcebit* Substituamus in priori 

«o = iV»o, «'= iV", «" = A", *" = iV»8 etc^ 

in posteriori yero 

x^ = iSPS x' = iV«>», ar" = A"^*, *"= iV«3 etc. 
His ita factis subtractio producit 
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A^io_j\roX ^^(A-oojVil _ A^iojVoij (;,oi_„io) 

+ (A^oo jv^ia _ JS^iojvoaj (;^oa_;,2o^ 

+ (,VOO JV«« — A"«OjV^03) (w08_;j30^ 

+ etc. 

+ (A^iA^'« — N^^N^^) («" — »«») 

-j- etc. 

+ {No^N^9 _ iV"JV^o9) (;ia8L_;j9a) 

quae aequatio ita quoque exhiberi potest 

jVio _ jvoi ^ 2 (iV^* iV'^ — iV'* Nofi ) (/i«^— /i^«) 
denotantibus a omnes combinationes indicum inaequalium. 

Hinc colligitup, si fuerit n«« =»", /i®a = n«o, «o»=/»3®, 
n"=»*S w*^ = **^ i»«3=/i3«, etc, siue generaliter n*^ zz n^9 
fore etiam 

jV»<> = JV<^« 

Et quum ordo indeterminatarum in aequationibus propositis sit arbi- 
trarius, manifesto, in illa suppositione erit generaliter 

N'fi = Nfi' 

22. 

Quum methodus in hac oommentatione exposita applicationem 
imprimis frequentem et cotnmodam inueniat in calculis ad geodae- 
siam sublimiorem pertinentibus^ lectoribus gratam fore speramus 
illustrationem praeceptorum per nonmilla exempla hinc desumta. " 

Aequationes conditionales inter angulos systematis triangulo- 
rum e triplici potissimum fonte sunt petendae. ^ 

I. Aggregatum angulorum horizontalium » qui circa eundem 
verticem gyrum integrum horizontis complent, aequare debet qua- 
tuor rectos. 
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II. Summa trlum angulorum in quouis triangulo quantitati 
datae aequalia est, quum, quoties triangulum est in superficie curua, 
excessum illius summae supra uuos rectos tam accurate computare 
liceatt vt pro absolute exacto haberi possit. 

III. Fons tertius est ratio latemm in trlangulis catenam clau- 
sam formantibus. Scilicet si series triangulorum ita nexa est^ vt 
secundum triangulum babeat latus vnum a commune cum triangulo 
primo, aliud b cum tertio; perinde quartum triangulum cum 
tertio habeat latus conimune c, cum quinto latus commune d^ et 
sic porro vsque ad vltlmum triangulum, cui cum praecedente latus 
commune sit k^ et cum triangulo primo rursus latus /» valores quo- 

a b c d l 

tientium -7-, — iTt — •••• "T» innotescent resp. e binis an« 
l a c k '^ 

gulis triangulorum successiuorum» lateribus communibus oppositis, 

per metbodos notas , vnde quum productum illarum fractionum fieri 

debeat = 1 1 prodibit aequatio conditionalis inter sinus illorum an« 

gulorum, (patte tertia excessus sphaerici vel sphaeroidici » si tri- 

angula sunt in superficie curua, resp* diminutorum). 

Ceterum in systematibus triangulorum eomplicatioribus saepis* 
sime accidit, vt aequationes conditionales tum secundi tum tertii 
generis plures se offerant, quam retinere fas est^ quoniam pars 
earum in reliquis iam contenta est. Contra rarior erit casus, vbi 
aequationibus conditionalibus secundi generis adiungere oportet ae- 
quationes siniiles ad figuras plurium laterum spectantes, puta tuno 
tantum , vbi polygona formantur , in trlangula per mensurationes non 
diuisa. Sed de his rebus ab instituto praesente nimis alienis, alia 
occasione fusius agemus« Silentio tamem praeterire non possumus 
monitum^ quod theoria nostra, si applicatio pura atque rigorosain 
votis est, supponit^ quantitates per v, v% v* etc. designatas reuera 
vel immediate obseruatas esse, vel ex obseruatlonibus ita deriua- 
tas, vt inter se independentes maneant^ vel saltem tales censeri 
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possint. In praxi vulgari obseruantur angiili triangulorum ipsii qui 
proin pro i^^ v'» i!' etc. accipi possunt} sed memores esse debe- 
mus» si forte systema insuper contineat triangula talia, quorum 
anguli non sint immediate obseruati» sed prodeant tamquam summae 
vel diiferentiae angulorum reuera obseruatorum » illos non inter ob- 
seruatorum numerum referendos , sed in forma compositionis suae 
in calculis retinendos ^%%^. Aliter varo res se habebit in modo 
obseruandi ei similii quem sequutus est clar. Struve (Astronomi- 
sche Nacbricbten II, p.43l)f vbi directiones singulorum laterum ab 
eodem vertice proficiscentium obtinentur per comparationem cum 
vna eademque directione arbitraria. Tunc scilicet bi ipsi anguli 
pro v^ i! y v' etc. accipiendi sunt, quo pacto omnes anguli triangu- 
lorum in forma differentiaruifi se offerent» aequationesqMe conditio- 
nales primi generis, quibus per rei naturam sponte satisfit, tam- 
quam superfluae oessabunt. Modus obseruationis , quem ipse se« 
quutiis suin in dimensione triangulorum annis praecedentibus per* 
fecta, differt quidem tum a priori tum a posteriori modo, attamen 
respectu effectus posteriori aequiparari pptest, ita vt in singulis sta- 
tionibus directiones laterum inde proficiscentium ab initio quasi ar- 
bitrario numeratas pro quantitatibus v^ v, v' etc. accipere oporteat* 
Duo iam exempla elaborabimus^ alterum ad modum priorom, aU 
terum ad posteriorem pertinens. 



23. 

Exemplum primum nobis suppeditabit opus clar. de Krayen- 
hof, Precis historique des operations trigonometriques faites en 
HoUande^ et quidem compensationi subiiciemus partem eam syste* 
matis triangulorum , quae inter nouem puncta Harlingen*, Sneek, 
Oldeboltpade, Ballum, Leeuwarden^ Dockum, Dracbten, Ooster« 
wolde, Groningen continentur* Formantur inter haec puncta nouem 
triangula in opera illo per numeros 121 ? 122 > 123^ 124^ 125» 
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127, 128> 131. 132 denotata, quorum anguli (a nobis indioilMis 

praescriptis distincta) secundum tabulam p. 77-81 ita sunt ofaseruati : 

Triangulum 121. 

0. Harlingen 50^ 58' 15"238 

1. Leeuwarden .... 82 47 15» 351 

2. Ballum 46 14 27» 202 

Triangulum 122* 

3. Harlingen 51 5 39j717 

4. Sneek . . . . ^ . . 70 48 33, 445 

5. Leeuwarden .... 58 5 48^707 

Triangulum 123. 

6. Sneek 49 30 40,051 

7. Drachten 42 52 59^382 

8. Leeuwarden .... 87 36 21,057 

Triangulum 124. 

9. Sneek . .' 45 36 7,492 . 

10. Oldehollpade .... 67 52 0,048 

11. Drachten 66 34 56,513 

Triangulum 125. 

12. Drachten 53 55 24,745 

13. Oldeholtpade ... 47 48 52,580 

14. Oosterwolde ..... 78 15 42, 347 

Triangulum 127- 

15. Leeuwarden • ... 59 24 0,645 
16 Dockum 76 34 9,021 

17. Ballum 44 ± 51,040 

Triangulum 128- 

18. Leeuwarden .... 72 6 32,043 

19. Drachten 46 53 27,163 

20. Dockum 6I 4,494 



E 



1' 


55" 292 


33 


14*515 


24 


52, 39.7 


54 


17,447 


52 


46,094 


12 


57,246 
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Triangulum 131 

21- Dockum SJ^ 

22« Drachten • • ^ • • 83 
23. Groningen • • • • 39 

Triangulum 132 
24 Oosterwolde • • • 81 
25« Groningen . . . • 31 
26- Drachten • • • • 66 

« 

Consideratio nexus inter liaec triangula monstrat^ inter 27 
angulosi quorum valores approximati per ohseruationem innotuerunt, 
13 aequationes conditionales haberi} puta duas primi generis, no- 
Tom secundi} duas tertii. Sed haud opus erit» has ae^ationes 
omnes in forma sua finita. hic adscribere, ^um ad ealculos tan- 
tummodo requirantur quantitates in theoria generali per %,ayd^a 
etc. f i23f 6 9 h\ b" etc^ etc* denotatae: quare illarum loco statim 
adscribimus aequationes supra per (13) denotatas, quae illas quan- 
titates ob oculos ponunt: loco signonim ey e% e' etc simpliciter 
hic scribemus (0)9 (l)» (2) etc^ 

Hoc modo duabus aequationibus conditionalibus primi generis 
respondent sequentes: 

(1) + (5)" + (8) + (15) + (18) = — 2"i97 

(7) + (11) + (12)'+ (19) + (22) + (26) =— 0"436 

Excessus sphaeroidicos nouem triangulorum inuenimus dein* 

ceps; i"749; l"l47; l"243; l"698; 0^873; l"l67; l"l04; 2"l6l; 

l''403« Oritur itaque aequatio conditionalis secundi generis prima 
haec«): i^^°> + v^O + ^W — 180® O' l'Y49 = Ot et perinde 
reliquae: hinc habemus nouem aequationes sequentes: 



* 



) Indices in hoc exemplo per figuras avabicas exprimere praefe* 
rimus. 
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(0) + (1) + (2) = — 3"958 
(3) + (4) + (5) = + 0.722 
(6) +' (7) + . (8) = — 0,753 
(9) + (10) + (11) = + 2,355 
(12) + (13) + (14) = — 1. 201 
(15) + (16) + (17) = — 0, 461 
(18) + (19) + (20) = + 2,5961 
(21) + (22) + (23) = + 0,043 
(24) + (25) + (26) = — 0, 6l6 • 

Aemiationes conditionales tertii generis commodius in forma loga" 
ritbmica exhib^ntnr t ita prior est 

log sin («Xo) — 0"583) — log sin (♦^•>— 0"583) — log »»n (i/«--o"382) 
4- log sin (♦/♦) — 0"382) — logsin (t^® — o"414) + log sin (t^W— 0"414) 
— log sin (»»('«— 0"389) + log sin (i^»7) — o"389) — log s'"» («'^'•'— 0"368) 
+ log sin (p(*») — 0"368) =0 

^uperfluum videtur, alteram in forma finita adscribere. His dua- 
bus aequationibus respondent sequentes^ vbi singuli coeCScientes 
referuntur a'd figuram septimam logaritbmorum briggicorum: 

17,068(0) — 20,174(2) — l6,993(3) + 7,328(4) — 17,976(6) 

+ 22,672(7) - 5,028(16) + 21,780(17) —19.710(19) 
+ 11,671(20) = — 371 

17,976(6)— 0.880(8) - 20,617(9) + 8,564(10) —19,082(13) 

+ 4, 375 (14) + 6, 798 (18) — 11, 671 (20) +13,657 (21) 

, — 25,620(23) — 2,995(24) -»- 33,854(25) = + 370 

Quum nuUa ratio indicata sit , cur obseruationibus pondera ^in- 

aequalia tribuamus, statuemus /)^°> = p"^ = P^'^ «»0. = 1. Deno- 

tatis itaque correlatis aequationum conditionalium eo ordine, quo 

. aequationes ipsis respondcQtes exhibuimus, per A,Bf C^D, E, F, 

G, //, /, A', Lr M, N, prodeunt ad illorum determinationem 

aequationes sequentes: ^ 

E 2 ^ 
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— 2 197 

— 0,436 

— 3,958 
+ 0,722 

— 0,753 
+ 2,355 

— 1,201 

— 0,461 
+ 2,596 
+ 0,043 

— 0,6l6 

— 371 

+ 370 = 



= 5^i+ C + 2J+JB+iy+/ + 5,917 N 

= 6J? + ^ + i^+G + / + ^+Z'+2,962A/ 

= ^/ + 3 C — 3,106 M 

= ^ + 3 2> — 9>665 M 

= ^ + JS + 3£ + 4,696 M + 17,096 N 

= B + 3 P — 12,053 N 

= B + 3 G — 14,707 N 

= ^ + 3 // + 16,752 M 

= ^+i?+3/— 8,039 M — 4,874 N 
= J5 + 3 A'— 11,963 iV 

= 5 + 3// + 30,859 N 

= + 2,962 5 — 3,106 C — 9.665 D + 4,696 E 

+ 16,752 /f — 8,039 / + 2902,27 M — 459.33 N 

+ 5, 917^/+ 17,096 £—12,053 F— 14, 707 G— 4,874 / 

— 1 1 , 963 ^ + 30 ,859 Z' — 459. 33 M+ 3385, 96 N 



Hinc 


eruimus per 


eliminatlonem : 


^ = 


— 0. 598 




/C= + 0,659 


5 = 


— 0, 255 


• 


/ = + 1,050 


C = 


— 1,234 




K= + 0,577 


/) = 


+ 0,086 




L-=— 1,351 


£ = 


— 0, 447 




i»/= — 0,109792 


F = 


+ 1,351 




Jv= + 0,119681 


G = 


+ 0,271 




• 



Denique errores maxime plausibiles prodeunt pei^ formulas 

(0) = C + 17,068 M 

(1) = y/ + C 

(2) = C — 20,174 M 

(3) =/> ^ 16,993 M 

etc. t vnde obtinemus valores numericos ^equentes; in gratiam com- 
parationis apponimus (mtitatis signis) correctiones a clar. de Krayen> 
huf obseniationibus applicatas: 
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(0): 

(1) = 
(2): 
(3): 
(4)-: 
(5): 

(6): 

(7): 
(8): 

(9): 
(10): 

Cll): 
(12) : 
(13): 



— 3"l08 

— 1,832 
+ 0,981 
+ 1,952 

— 0.719 

— 0,512 
+ 3,648 

— 3,221 

— 1,180 

— 1,116 
-b 2,376 
+ 1,096 
+ 0,016 

— 2,013 



de Kr. 

— 2"090 
+ 0,116 

— 1.982 
+ 1,722 
+ 2,848 

— 3,848 

— 0,137 
+ 1.000 

— 1,614 


+ 5,928 

— 3,570 
+ 2,414 

— 6,014 



(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 

(19) 
(20) 

(21) 
(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 



+ O 795 

+ 0,061 

+ 1,211 

— 1.732 
+ 1,265 

+ 2,959 

— 1,628 
+ 2.211 
+ 0,322 

— 2,489 

— 1,709 
+ 2.701 

— 1, 606 - 



de Kr. 
+ 2"400 
+ 1.273 
+ 5.945 

— 7,674 
+ 1,876 
+ 6,251 

— 5.530 
.+ 3.48& 

— 3,454 


+ 0,400 
+ 2.054 

— 3,077 



I 



Aggregatum quadratorum nostrarum ooropensationum inueni- 
tur = 97,8845' Hinc error medius, quatenus ex 27 angulis ob< 
seruatis coUigi potest. 



= V^ 



97, 8845 



Aggregatum quadratorum mutationum» quas clar. Je Krayen- 
bof ipse angulis obseruatis applioauk^ inuenitur = 3419 4201- 



24. 

Exemplum alterum suppeditabunt triangula inter quinque 
puncta triangulationis Hannoveranae , Falkenberg, Breithorn, Hau- 
selberg, WulCsode^ Wilsed^. Obseruatae sunt directiones ^}: 



*} Iiiitiat ad quae singulae directiones refeiointur, hic lamquatn arbi- 
traria considerantury quamquara reuera cum iineis meridianis .statio* 
num coincidant. Obiieruationes in posterum coniplete publici iuiis 
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In st^liene Falkenberc 

0. Wilsede 187** 47' 30" 311 

1. WuUsode 225 9 39,676 

2. Hauselberg 266 13 56,239 

3. Breithorn 274 14 43,634 

In statione Breithorn 

4. Falkenberg 94 33 40, 755 

5. Hauselberg ..... 122 51 23,054 

6. Wilsede 150 13 35, loo 

■ In statione Hauselbebg 

4 

7. Falkfenberg ...... 86 29 6, 872 

8. Wilsede ....... 154 37 9,624 

9. WulEsode ...... 189 2 56, 376 

10. Breithom 302 ,47 37, 732 

In statione Wclfsode 

11. Hauselberg .... 9" 5 36,593 

12. Falkenberg . . . . ; 45 27 33, 556 

13. Wilsede 118 44 13,1^9 

In statione Wilsede 

14. Falkenberg ..... 7 51 i,027 

15. Wulfsode 298 29 49,5 J9 

16. Breithorn 330 3 7,392 

17. Hauselberg 334 25 26,746 

Ex his obseruationibus septem triangula formare licet. 
Triangulum I. 

Falkenberg . ^<^ O' 47"395 • 

Breithortf .....,..• 28 17 42s299 
Hauselberg ; 143 41 29, 140 

■ 'I - I I I !■ I , 

fient; interim figura inuenilur in Aslronomische Nachiichteu Vol. I. 
p. 441. 

\ 
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f 

Triangulum II. 

Falkenberg 86^ 2/ 13"323 

Breithorn 55 44 54,345 

Wilsede i . • • 37 47 53,635 

Triansulum III. 

Falkenberg 41 4 16,563 

Hauselberg • . 102 33 49> 504 

WulEsode 36 21 56,963 

Triangulum IV. 

Falkenberg 78 26 25,928 

Hauselberg 68 8 2,752 

Wilsede 35 25 34,281 

Triangulum V. 

Falkcnberg . 37 22 9» 365 

Wulfsode 73 16 39,603 

Wilsede 69 21 11,508 . 

Triangulum VL 

Breithora 27 27 12,046 

Hauselberg ....... 148 10 28,108 

Wilsede 4 22 19.354 

Triangulum VII. 

Hauselberg 34 25 46,752 

WulEsode 109 38 36,566 

Wilfiede 35 55 37,227 

Adenint Haqpe septem aequationes conditionales secundi generis 
(aequationes primi generis manifesto cessant)» quas vt eruamus, 
computandi sunt ante omnia excessus spbaeroidici septem triangu- 
lorum. Ad hunc finem requiritur cognitio magnitudinis absolutae 
saltem ynius lateris: latus inter puncta Wilsede et Wulfsode est 
22877,94 metrorum. Hinc prodeunt excessus spbaeroidici trian« 
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gulonim I...0''202; 11. .2^442; Ill...l"257f IV l"9f9; 

V.... r957; VI ....0"a2l; VII.... i''295. 

lam 81 directionis eo ordine, quo supra allatae indicibusque distinctae 
sunt, per v^°^, v^'^, i^^^ , i>^^^ etc. designantur, trianguli I anguli 
fiunt vf3) — ^(«)^ ^(5) . — ^(4), 360® + v^^^ — v('°^ adeocpie aequatio 
conditionalis prima 

_ vW + vCs) ^ ^(4) ^. ^(5) -f ifii) _ vC«» 4- 1790 59' 59^798 = 

Ferinde triangula reliqua sex alias suppeditant; sed leuis attentio 
docebitt has septem aequationes non es&e independentes , sed se- 
cundam identicam cum summa primae, quartae et sextae; nec 
non summam tertiae et quintae identicam cum summa quartae et 
septimae: quapropter secundam et quintam negligemus. Loco 
remanentium aequationum conditionalium in forma finita, adscribi- 
mus aequationes correspondentes e Complexu (13)» dum pro cha- 
racteribus £, •/ etc. his (0)> (1), (2) etc. vtimar: 

— ^368 = - (2) + (3) — (4) + (5) + (7) - (10) 
+ 1,773 = -(!)+ (2) - (7) + (9) - (H). + (12) 
+ 1,042 = — (0) + (2) — (7) + (8) + (14) - (17) 

— 0,813 = - (5) + (6) — (8) + (10) - (16) + (17) 

— 0,750 = — (8) +.(9) -(11) + (13) -(15) + (17) 

^eq^uationes conditionales tertii generis octo^ e triangulorum 
systemate peti posisent, quum tum terna quatuor triangulorum I, 
II, IV, VI, tum tema ex his III, IV, V, VII ad hunc finem 
combinare liceat; attamen leuis attentio docet, duas sufficere, al- 
teram ex illis, alteram ex his, quum reliquae in his atque priori- 
bus aequationibus conditionalibus iam contentae esse debeant. Ae- 
quatio itaque conditionalis sexta nobis erit 

log sin (i;C3) _ <;U) _ o"067) — log sin (^W _ ^^4) — 0"067) 
+ log sin (vC'4) — f/Ci?) _ o"640) — log sin (<;C«) _ v^s» _ o"640) 
+ log sin (vC6) _ ^(5) _ o''l07) — log sin (</*7> _ ^Ci6) _ o"l07) = 



I 
I 
I 
I 
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atque septima 

log sin ((/«) ~ «;ci) — or4i9) — logsin ((/»•> — «/") — o"4 19) 
+ log sin (♦><■<) — «/•« — 0"646) — log sin ((/») — ♦/») — o"640) 
+ log sin (t^'» — «^»») — (TaAI) — log sin ((/«7)-^^»« « o"432) 
= 
quibus respondent aequationes oomplexos (13) 

+ 25= + 4^1(0) — 153,88(2) + 149.57(3) + 39, 11(4) -79» 64(5) 
+ 40,53(6) + 31,90(14) + 275,39(16) — 307,29(17) 

-3 = + 4,31(0) —^4, 16(1) + 19,85(2) + 36,11(11) — 28, 59(12) 

— 7,52(13) + 31,90(14) + 29,06(15) — 60,96(17) 

Quodsi iam singulis directionibus eandero certitudinem tribuimus, 
statuendo p^ = //(*> = /?'*) ete. = 1 , correlataque septem aefpia- 
tionum conditionalium , eo ordine', quem hic sequuti sumus, per 
A, BtC, DtEyFfG denotamus, horum determinatio petenda 
erit ez aequationibus sequentibus: 

- 1,368 = + 6^—2B — 2C— 2l> + 184,72 i''— 19.85 G 
+ 1,773 = — 2^ + 6^ + 2C+ 2-E— 153, 88 i'' — 20,69 G 
+ 1,042 = — 2^/ + 25 + 6C-.2l> — 2£+181,00/'+10S,40Gf 
-0,813 = — 2^ — 2 C' + 6^ +2^—462,51 /' — 60,96 6? 
-0,750= + 2iB — 2C+ 2Z>+ 6^—307,29 ^—133,65 G 
+ 25 = + 184, ^^^'i — 153,88« + 181,00C — 462,51 /J 

— 307,29^ + 224868 F+ 16694, lC 

— 3 = — 19,85^ — 20,69« + 108.40C — 60,96 /> 

— 133,65 £ + 16694, IP + 8752,39 C^ 

Uinc deducimus per elinioationem 

A- — 0,225 
« = + 0.344 
C = — 0,088 
^ = — 0,171 
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^ = — 0,323 

F =z + 0,000215915 

G = — 0,00547462 

lam errores maxime plausibiles habentur per {brmulas: 

(0) = — C + 4,3lF + 4,3lG 

(1)= — iS— 24,l6G 

(2) = — -^ + ^ + C— 153,88F + 19,85 O 

etCy Tude prodeunt valores numerici 



(0) = + 065 

(1) = -— 0,212 

(2) = + 0,339 

(3) = — 0, 193 

(4) = + 0,233 

(5) = — 0,071 

(6) = — 0,162 

(7) = — 0,481 

(8) = + 0,406 



(9) = + 0"021 

(10) = + 0,054 

(11) = — ■ 0,219 

(12) = + 0, 501 

(13) = — 0,282 

(14) = — ■ 0, 256 

(15) = + 0,164 

(16) = + 0,230 

(17) = — 0,139 



Summa quadratorum Iiorum errorum inuenitur = 1,2288; 
binc error medius Tnius directionis, quatenus e 18 directionibus 
obseruatis erni potest, 

1,2288 



= y 



= 0"4190 



25. 
Vt etiam pars altera theoriae nostrae exemplo illustretnr, inda- 
gamus praecisionem , qua latus Falkenberg^Breithorn e latere Wil- 
sede-WulSsode adiumento obseruationum compensatarum determi- 
natur. Fonctio u, per quam illud in hoc oasu exprimitur» est 

^ 8in (</'« -~ </" ) — 0" 652)- «n (i^^^ — - «;('<) ~.o"8j 4) 

" - 22877 ""94 Xgj^ ^^(.) _ «,w_o"652). sin (♦»'« — <;C4)»_o"8l4) 
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Huius valor, e Taloribus correctis directionum «/•), v(») etc. 
iiiuenitur 

= 26766- 68 

Differentiatio autem illius expressionis suppeditat, si di£Feren- 
tialia dpCo), d^,) ^^^.^ minutis secundis expressa concipiuntur, 

iu = 0"l6991(dt^») ~ dtKO) + o» 08836 (d ♦^* — d ♦/«) 
— 0"03899Cd*^"^-- d (^'^J^+O" 16731 (d</'«— df(««) 

Hinc porro inuenitur 

[a/J = — 0,08836 
[t/J = + 0,13092 
[c/] = — 0,00260 
[rf4] = + 0,07895 
[«/]=+ 0,03899 
L/n = — 40,1315 
[>^J = + 10,9957 
[//] = 4- 0,13238 

•• • 

Hinc denique per methodos supra traditas inuenitur, quatenus 
metoum pro vnitate dimensionum linearium accipimus, 

1 

•p = 0,08329. siue P = 42,006 

▼nde error medius in valore lateris Falkenberg-Breitbom metuen. 
dus = 0,2886 m metris, (vbi m error medius in directionibus ob- 
seroatis metuendus, ei quidem in minutis seciundis expressus), adea- 
que, M valorem ipsius m supra erutum adoptamus, 
= 0" 1209 

Ceterum inspectio systematis triangulorum sponte docet, pun- 
clum Hauselberg omnino ex illo elidi potuisse, incolumi manente 
nexu inter latera Wilsede - Wultsode atque Falkenberg-Breiliom. 
Sed a bona metbodo abhorteret, supprimere idcirco obseruationes. 
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quae ad panctum Hauselbei^ referuntur ^) , quum certe ad prae- 
cbionem augendam conferre valeant. Vt clarius appareret» quan^ 
tum praecisionis augmentum inde redundet, calculum denuo fecimus 
exdudendo omniai quae ad punclum Hauselberg referuntnr^ quo 
pacto e 18 directionibus supra traditis octo exciddnt, atque reli- 
quarum er^ores maxime plausibilis ita inueniuntur: 

(0) = + 0"327 I (12) = + 0"206 

(1) = — 0,206 ' (13) = — 0,206 



(3) = — 0,121 

(4) = + 0,121 
(6) = — 0,121 



(14) = + 0,327 

(15) = + 0,206 

(16) = + 0, 121 

Valor lateris Falkenberg-Breithorn tunc prodit = 26766" 63, pa- 
rum quideA a valore supra eruto discrepans, sed calculus ponde- 
ris producit 

p- = 0,13082 siue P = 7,644 

adeoque error medius metuendus = Os36l69 m metris = 0*1515 
Patet itaque , per accessionem obseruationum 9 quae ad punctum 
Hauselberg referuntur, pondus deterniinationis lateris Falkenberg- 
Breithorn auctum esse in ratione numeri 7,644 ad 12)006, siue 
vnitatis ad 1,571» 



^) Maior pars harum obseruationum iam facta erat, antequam punctum 
Breitborn repertum^ atque in systema receptum esset* 
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X beprenaa fandamcDtale de refiduis quadraticiSf quod ilTter 

pnlcherrimas arithmetic^e fublimioris veritatea refertur, facile 

quiclem per induetiotiem detectum , Ibnge vera difficilius demon. 

Aratum elt« Saepius in hoc genere accidere foletj uc veritatum 

fimpliciffimarum , quae fcrutatori per iaductionem fponte quafi fo 

offerunt^ demonftrationea profundiffime lateant, et poft multa 

demum tentamina irrita, longe forte alia quam qua quaefitao 

orant via , tandem in lacem protrahi poffint, - Dein haud raro 

fit, quam primum una inuenta. eft via, ut plures fubinde pate- 

-fianC ad eandem metam perducentes, aldae brevius et magis di« 

recte, aliae quafi eio obliqoo et a principiis longe diverfis exorfaei 

iater quae et quaeftionem propofitam vix ullom vinculum fuspi- 

catus fuifles* JMirus hujusmodi nexus inter veritates. abftrufiores 

non folum peculiarem quandam venufiatem hisce contemplationi- 

bus cottciliat, fed ideo quoque fedulo inveftigari atque enodari 

mereturY quod haud raro nova ipfius fcientiae fubfidia vel incre- 

menta inde demanant. 

A a Etfi 
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Etfi igitttr theor^ma, aiithmeticom , /de quo hic agetur, per. 
curas anleriorea, quae quatuor demonftrattones int^r fe prorfus 
'diverfas *) fuppedilavernnt, plena abfolutunv yideci poffie. tamen 

i * " 

denuo ad idem argumentum revertor, duasque alias demonfira* 
tioaes adjungo, quae novam certe lucem huio vA affnndent. 
Frior quidem tertiae quodammodp aJBDi^ eft|_ quod ab eodeai 
lemmate proliciscitur; pofiea vero iter dlverfum profequitnr, -ita 
ut merito pro demonfiratione nova. haberi podit, quaa concinni- 
tata ipCi illa tertia fi non foperior faltem haud inferior videbitur. 
Contra demonftratio fexta principio plane diverfo fubtiliori innixa 
eft« novumque fiftit axemplom mirandi nexusjnter veritates 
arithmeticas primo afpectu longiffime ab inviceni remotas. Dna* 
bus hisce demonftrationibus adjungit^r algorithmus novus per» 
fimplex ad^dijudicandum, utrum numeru^ integer datns, numeri 
primi dati refidunm quadraticUm fit an non refiduum. 

Alia adhuo affnit ratio^ quae ut novas demonfirationea , no* 
vem jam abbinc annos promiflTas, nulic potiilimnm promulgarem, 
effecit. Scilicel qnnnt inde ab ^nno 1505 theoriam refidno/um 
Csnbicorum atque biqnadraticorum , argumentum longe difficilius^ 
perfcrutari coepiiTemi Cmilem fere fortnnam« ac olim in theoria 
refiduorum quadraticoruip « expeitus fum* Protinna quidem theo- 
remata ea, quae has quneOiphea prorfua exhauriunt, et in qnibne 
mira analogia cum theorematibns ad tefidua qnadratica pertinen- 
libus eminet, per inductionem delecta fuerunty quamptiilinm -vte 
idonea quaefita eflent: omnes vero conatus, ipfornm demonftr«- 
tionibus ^x, omni parte perfectis potiundi» yev longum lempns 
irriti . manferunt. ^Hoc ipfum incitamentum erat, ut demonfira- 

. - , tionibos 

*) Daae expbfitie font in Disquifitionum Arithmeticatim Sect. qaarta ^t 
qaints; tertia in comineDtatione pecnllsrl (jComminU Sot* Gotting, 
yoLXf^l)f qaarta inferta eft commentatient: Summaiio qmarmndiMm 
/itierum Jingnldrium {Commiutt. Reeentions, Foh I.) 
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tionibus jtm cognitis circa reGdiM quadratlca alias aliasqae addare 
tantopara ftadercm, fpe fultus, otex multia methodis diverfis 
nna vel altera ad illuftrandom argumeQtom aftlna aliquid con^ 
farre poflet. -Qoae fpea neutiqoam vana fuit, labi^remque ioda* 
falTom tandam foccefloa prosperi feqv^oti font. Mox Yigiliarom 
froctos in pobllcam locem edere licebit: sed anteqoam ardoom 
hoo opus aggrediarv femel adfaoc ad theoriam refidoorom quadra« 
ticorom rererti, omnia qoaa da aadem adhoc fuperfont agenda 
abfoluere^ atqua fic huio arithmeticae fublimioria parti quafi 
valedicera conftitui. 



Theorematis fundamentcdis in theoria rejiduorum cjuadratJL^ 

corum ddmonftratio quinta. 

f 

tn introdoctione jam declaravimos , demonftrationem qoin- 
tsm et tertiam ab eodelh lemmate proficiscip qood commoditatia 
canfla, in fignis disquifitioni praefenti adaptatis hoc loco rapetera 
vifulli eft. 

Leimima. Sit m nwnerus primus {poftivus impar) , M integer 
per m non divifirilis; capiantur rejidud minima pojitipa numerorum 

M,uM,3M^j^M |(m-.i)Af 

fecusidwn modulum m, quae partim erunt minora quofn | m^ 
partim majora: pofeeriorum mukitudo Jitzz n. Tunc erit M re* 
fiduum quadraticum ipfius m, vel non refiduum^ prout n por ejtf 
vel impar. « 

DfiMOiYsTn. Sint e refiduis illis ea, quae minora funt quam 
^i/if haec a, h^ c, d etc; reliqua vero, majora quam ^m» haeo 
a\ b^f c^ d^ etc. Pofteriorom complementa ad m, pota m— -o, 
m-^l/f m — ef^ m — d* etei manifefto cuncta minora eront qoam 
\m\ atqoa tOQi intejr fa tom a refidois a» &» ^, ci eta diverfa» 

qoam* 
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qtramobrem cum Iii^ fimul fumta, orciine' quidem mulato, 1 
tica erunt cum oipnibus numaris i, Sf 3, 4 .... ^(m^i}. ^St^r 
tuendo itaque productum 

1. fl. 3. 4. .• . i i (m— 1) zz P 
erit 

r . Pr: a 6 cd •••. >^ (m — a') (w — i') (w—c^) (m— (!')••••• 
adeoque 

<— i)»P=a6cd ,X (o'— m)(fr' — m)(c' — ?n)(d'— m).,... 

Porro fit, fecundum ^nodulum m, ^ - 

» 

^ =a6c<J.... « (a'— in)(6'— »rt)(c'— i«)(d'— m).... 
adeoqne 

Hinc M'^"*"^*^ = ds I, accepto figno faperiori vel iaferiori, 
prout n par eft vel ifnpar, unde ^djumento theorematia in Dts^ 
qmfitionihus Arithmelicis art. 106 demQufirati lemmatis veriias 
fponte demanat. 

2. 

TuEoivEiviA. Sint m, M integri pqfitivi impares inter fe 
primi 1 n multitudo eorum e refiduis minimis pojitivis timnerorum M^ 
^M% 3 M ..... I (m«*i) Af fecundum modulum m,- quae funi 
ihajora quam \ m ; ac perinde N multitudo torum e refiduis mini» 
tAis pojitivis numetdrum m, szfi, 3m ..i.. KAf-— i)m fecundum 
modulum M, quae funt majora quam \ M. Tunc tres nwneri.n^ 
N9 \(pi—^)i^ — O ^' ofnnes fimul pares erunt^ vel unus par 
duoque reliqui impares. 

Demokstr. Defignemus 
per / Gompleitum numerorum 1, a, 3 ••••• \ (m— 1) 
- per /' complexum numerorum m— -1, m— u, ?rt*lr'3 ....•.^(?rt-^ i) 
per F compIes;um numerorum t, s, 3 .«•.« jr (i)f~i) 
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perF^conipIexum nnmeroramM — -i, M— fl^ill»- 3 •...• |(^+ »)• 

Indicabit itaque n, quot nnmeri M/' refidna fua minima pofitiva 
fecundum modulum m habeant in complexu /^, et perinde N in- 
dicabit, quot numeri mF. habeant refidua fua mioima pofittva 
fecuQclum modulum M in complexu P. Denique defignet 

^ complexum numerorum i| S| 3 ^ (mM— i) 

^^cdmplexum numerorummM — 1, uiM — ft» mM — 3 |(milf-f-i) 

Quum quilibet integer per 7/1 non divifibilid fecundum modulum 
m vel alicui refiduo ex / vel alicui ex f^ congruu^ eflfQ debeat» 
ac perinda quilibet integer .per M non divifibilis facundum md« 
dulum M congruus fit vel alicui refiduo ex F vel alicui en F^; 
omnea numeri ^, inter quos manifefio nuUus per rn et M fimul 
divifibilis odturrit, in octo clalTea fequenti modo difiribui poffunt. 

I. In prima clafTe erunt numeri fecundum modulum m aKcui 
. numero ex f\ fecundum modulum M vero alicui numero ex F 

congrui. Defignabimus multitudinem horum numerorum per a» 

II. Numeri fecundum modulos m, M refp. nnmeris ex /, F^ con^ 
grni/qnorum muUitudinem fiatuemus = ^. 

IIL Numeri fecundum modulod m, M refp. numeri^ ex /^, F 
congruii quorum multitudinem ftatnemus =r y. 

IV, Numeri fecundum roodulos rn, M refp.' numeris ex /', F^ 
congruii quorum multitudo fit =: ^. 

V. Numeri per m diVifibiles, fecnodum modulum M veto refiduis 
ex F congrui. 

'.VI. Numeri per m divifibiles, feicondom modulom M vero refi- 
dois ex F' congrui. . 

VII. Numeri per M divifibileSi fecundum modulum m autem re- 
fiduis ex/congrui. 

VIII. Numeri per Mdivifibiles, fecundnm modolam 7n vero re> 
filduis cx /' congruL 

Mani- 



» 
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Manifeflo ckfles V et VI fimnl fomtM compIecteBtnr omnea 
Domeros mF» multitiido aumerdTum inVI coutentorum entzzN^ 
adeoquemultitudo numerorum in V contentorum erit |(AZ~i)-— iV, 
Ferinde cUfles VII et VIII fimul fumUe continebunt omoea 
numeros Mf^ in clafle VIII reperientur n numeri, in dafl^e VII 

autem j (m-^i) — >»• 

' Prorfus fimili modo omnes numeri (p^ in octo clafl^es IX — XVI 
diftribnentur 9 in quo negotfo fi eundem ordinem fervamns, fa* 

I 

cile perfpicietur, nnmeros in danibus 

IX, X, XI, XII, XIII, XIV, XV, XVI 
contentos refp. efld complementa numerornm in claflihus 

IV, m, II, I, VI, V, vm, vii 

contentorum ad mM^ ita ut in clafle IX reperiantur i nnmerii " 
in dafle X, y et fic porro. Jam patet, fi omnes numeri primae - 
clafiis aflbcientur cum omnibus numeris clalEs' nonae^ haberi 
opines numeros infra mM^ qui fecondum modulum m alicui 
numero ex /, fecundum modulum M veto alicui numero ex.F 
funt coogrui, .quornmque^multitudinem aequalem efle multitudini 
omnium / combioationum' fingulorum f cum fingulis F» facile 
perfpicitur. Habemus itaque . 

fimiliqui ratione etiam erit 

C+y = i(rii-i)(ifcr-0 
Junctis omnibus numeris clalfiu«i II, IV» VI, manifeftp ha- 
bebimus omnes numeroj^ infra ^mM, qui alicui refiduo ex F^ 
fecundum modulum M congrui funt. lidem yero numeri ila 
quoque exhiberi px)flunt: 

jonde omnium multitudo erit = |(m — i) (Af — i), five habebimua 

g+i+2V = i(m-0(irf— 1) 
Ferinde e junctione omnium dalfium III, IV, VIII colligere licet 

7+i 
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Ex his quataor aeqaationibiis oritmtur Csqaentes: 

fl ? = i (m— (M— i) + »1 — 2V 

ay = I (?«-«- i)(Af — i) — n + N 

fli = I (rn — (A/— i) — n — N 

qnarum quaelibet iheorematis veritatem mooflrat. 

Qiiodfi jam fuppooimasy m ft M efle nnmeroa primos^ e, 
combinatione theorematis praecedetitis cum lemmate art. i theo* 
rema fundameotale protinus demanabit. Fatet enim, 

I. quoties uterque m^M^ fiv^e alteruter tantum, fit forniae 
4^4-^1 numerum '\ (m~ i) (M— i) fore parem, adeoqne n et iV 
vel fimul pares vel fimul impares/ et proin rel utrumque m €t M 
alterius refiduum quadralicum, vel utrnmque alterius non refi* 
duum quadraticum. 

II. Quoties autem uterque m, M eR. formaa 4 A -}- 3 , erit' 
^'(y^i^i) ^M^iy impar, hinc unus numerorum n, iV par, alter 
impar, et proin unus numerorum 7/1, ^ alterius refiduum qua« 
draticum, alter alterius non refiduum quadraticum. p. £• D. 

ITieorematis Jundamentalis in theoria rejiduorum ejuadratico*' 

rum demonjtratio Jexta. 

I. 

Theohbma. De/ignante p numerum . primum (pojitivum im- 
parem) , n mtegrum pofitivum per p non divijibilem , x quantita* 
tem indetenninatam f functto i-f-a^-j-x^^-j-acSn-j- etc. -J-x"P— « 
divifibilis erit per i+x+^^c-f-x^-f- etc. 4- xp— ». 

DsMONSTA. Accipiatnr integer ppfitivos g . ita ut fial 
^n = 1 (mod. p)f fiatuatarque gn — x-^- hp. Tunc erit 

B i-f-x» 



/ 
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^-px +XX +«« -i*et*,+«P-* ~(i --«")(»— «0 
_ (i— x»f) (^>^xg» -* a^-h^^^^tO 
-" (i_x-) (f — xP) - 

"" X — xP . ' 1— x» i — x» ' 1 — XP 

adeoque^manifefto faoetio integra. (7. £. D. > ^ 

I ""■ m^P 
Quaelibet itaque funclio integra ipGus x per ^ _ ^^ - divifi- 

bilisy etiatn divifibilis erlt per 



1 - X 



> ' I 



2. 

I 

Defigoet a radicem primitivam pofitivara pro mpclnlo p, u e. 
Gt a integer pofitivu^ talis, ut refidua minima pofitiya poteftatum 

Xy a» ttaf a} ....-» ceP""*, ^ 

fecundum mddulum p fine refpectu ordinis cum numeris i» s(y3,4 
' p.~ 1 . ideptici fiant, Defignando porri^^ per / ». fuvctionem 

x^-x^ + x** + x«' + etc. 4-x* +x 

patet , /x — 1 — X — XX — x^— eic. ~ obP"* * divifibilem fore per 

\ ^^ xP 
1— xP, adcoque a pOiiori pcr = i +.x + xx + x3 + etc. 

-)-x7'^^, per quam itaque functionem ipsa quoque/x divifibilia 

erit. Hinc vero fequilur, quum .x exprimat quantxtatem indeter- 

•^ ■ '^ X — x^P ' 
minatamy effe quoque/(x») divifibilem per —^ et proia 

(art. praec) eliam per , quoties quiclem n lit mteger.per p 

non divifibilis. Conti;ay* qnpiies^i? «it iniegec >per ^ Jivifibiiiji 
fingulae parte^ functionis/ (x») ^niute diminutae divifibiles 
erunt per i — xP; quaniobrem ip Tiojc cafil.etiam / (x») -^ p per 

1 •"" X P 

i-^3pP et proin etiam per ''- divifibilis erit. ' 



I « 
• I 



\ • 



f 



THEOREMATIS FUNDAMSKTALIS aTc. U 

ae — X» +x*» — x'^ 4-a;"* — eic. -- X»'""* = 2 






erit ££ :3:p divifibflis^jJer , accepto figno fuperioiriy quo- 

ties /7 eft formae /^k-^- 1, inferioxi, quoties p elt formae 4^4*3. 

Demokstr. FaoiU- per^pioietur 9 ex p-*i functionibus hisce 

+ xg— XX 4" x»+» — x^«+v 4- etc. -|- X» +* 
_ X' £ — *"• + x««+« — x****"* + eic. 4- ^•''""'•f • 
-}- x'"* £ — X*** 4* x*^-f-** — x**+*« + etc. -j- x*''+«« 



x«3g — X»*' + x»^-^ — x-'+-' + etc. + X 



7»+f 



+ .3 



etp, usque ad ^ , 

— x^-'^ g ^ x*«^*' + x^""" -^-^^ - x.'^+/-' + etc. + ^-•''-^•f.''-* 
primanoi iieri = o, fingulaa reliquas autem per i — x'' divifibilea. 
Quare per 1 — * xT'. etiam divifibilis erit omnium fummai quao 
colligitur = 

la - (/(aaO — + (/(«'^-O - >> — (/(x"+2>- + 

(/(«•'+0—0 — «"»• + (/(*•'' ') — O " 
= l^ —/(««) f /(«'+0 — Ax."+») + /6c"' + ») — «c 

+ /(««'' ') = il 

1 — XP 

Erit itaque baecce exprelBo £2 etiam dlviubilis pec Jam 

. "1 — X 

inter cxponentes 2, a+ i f aa + I9 cl^ + * aP'"* + 1 nni« 

cu8 tantum erit divifibilis per p, puta ct*^'''"*' + 1, unde per 
art. praec. fingulae partes exprelfionis O, hae 

/(xx), /(x-+0./(^«'+Oi (/«•'.'^0 e^c., 

I d» *. t) £ ^^ Xgy 

excepto folo termino /(x*' +»), divifibiles erunt per — ^ — J. 

Iftas itaqne partes delere licebit, ita ut pcr -— — etiam divifi- 
bilis maneat functio 

B 2 ubi 
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ubi fignum fuperius vel inferius valebit, prout p eft formae 4A -f- ^ 
vel formae 4A+3. Et qnum inruperf(«« +i)-u.p divifibi- 

lis fit per , erit etiam GC=Pp. pcr oiTifibilis. (7.£.D. 

Ne duplex fignum ullam ambignitatem adducere.poflit, per 
t numerum -|- ^ y^ ~ ^ denotabimoa, prout p eft formae 4A-{-i 

vel 4A+3, Erit itaque — — j^ — = functio integra 

ipfius x» quam per Z defignabimus. 



Sit <]f numeru9 pofitivus impar» adeoque |(7~i) int^ger. 
Etit itaque (^.£)'^^~*^ — («p)*^^'"'* divifiblHa per ££ — cp^ 

et proin etiam per • Statoamus e . = Of atqae 

* 1 — X 

eritque F functio integra ipfius x» atque,^=r-]r 1» qttoUea*unii$ ^ 

numerorum ^,9» five etiam uterque, eftformae 4A4- 1; contra 

^rit ^ = — 1 , quoties uterque p, q- eft formae 4A -f- 3* 

Jam fupponamuSt . q quoque eflfe numerum primum (a j» 
diyerfum) patetque, per theoxema in Disquifitiombus Arithmetids 
art. 51 dembnHratumy 

^ — (xT — x^« H- ac^«« — «:^«' 4- etc. — oc?*''"^) 
divifibilem fieri per 9, five formae qX^ ita ut X fit functio inte» 
gra ipfius x etiam refpectu coefficieotinm numericorum (quod 
elian:i de fuoctionibus reliquis integris hic occurrentibus Z, Y^ W 
fubintelligendum eft). Defignemus pro modulo p atque radice 
primitiva ct indicem numeri q per fx^ i« e. fit 9 = et*^ (mod. p). 

£runt itaque numeri q^ qa^ qaup qa^ qaJf"^^ (ecuoduni 

modu* 
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moclulum p refp. congrui numeris «**, a**"^"! «»*'''••... ctP— *i 
i,£t, aa rtM-t, tdcoque 

ocf — x*^ 






per 1*— x^ divifibilea. Qaibos qiuntilatibnf , alternie vicibue 
|iofitive et aegative fumtift atqne fummatii^ patet, per 1 ^ xf 
divifibilem elle functioncm 

X9 — X9» +- 5cv«» — xf «* 4* elc» — xf •^""* r^: £ 
valente figoo fuperiori vel inferiori, proiit /x par fit vel impar, 
i. e. prout q fit refiduum quadraticum ipfius p vcl non refidoum* 
Slatuemoa uaque 

X7 — xf« + xf«* — xf«^ + etc. — xf«'""* — y£ = (i— xr)fr 
faciendo y =: -|- i, vel yr:— 1, proot q eft refiduum quadrati* 
cum ipfius p vel non refiduum, patctqne^ IV fieri fuoctiooem 
integram. 

6. 

His ita praeparatis, e combinalione eeqiiatioiiom praecedeo* 
lium deducimus 
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i(»-0 



\ — x»' 



JC»*-!) 



SapponamuSi ex dWifione functioois £X pac 
oriri quotientem 27 cnm refiduo T^ (ive baberi 

fix= infi!!. u + T ' 

ita ut 27, T fint functiones integrae, etiam refpecta coeiEcien» 
tium numericorum, et quiclem T ordinis cerCe inferioria» quam 
divifor, Erit itaque 

^r- ep (<Jp'^'"^ - y) = ir^. (Z( V^^*^-y)+ Y^- W^(i-x) -qX7) 



l — X 



quae aequatio manifefio fubfiftere iiequit| nifi tum membrum a 
laeva tum membrum a dextra per £e evaneacat. Erit itaque 
ep (5p'^^"*^ — y) pcr q divifibilis, nec non etiam Jp*^^"**^ — y^ 
adeoque etiam propter ^^ =: x , nnmerns pi^^*^*^ — y J pcr q 
divifibilis erit. 

Quodfi jam per S defignatur unitas pofitive vel negativa 
accepta, prout p eft refiduuin vel.non refiduum quadraidcqm 
numeri 9, erit p'^^""*^. — €" per q divifibilis, adeoque etiaoi 
^ — y^, quod fieri nequit^ nifi fuerit ^n; y<}.. Hinc vero theO- 
rema fundamentale fponte fequitur. Scilicet , 

I, Quoties vel uterque p, 9, veralteruter tantum eft formao 
/^k+i, adeoque ^=-)-i, erit S^y^ et proin vel fimul q 
refiduum quadraticum ipfius p, atque p refiduam quadraticum 
ipfius qi vel fimul q non refiduumipfius p, atque p non refi- 
duum ipfius q. 

IL Quoties uterqne p, 7 eft formae 4ft4~3» edeoque d=: — 1, 
erit €"=*— 7, adeoque vel fimul q refiduum quadraticum ip- 
fius p, atque p noo refiduum ipfius q; vel fimul q non reil* 
^dunm ipfius p, atque p refidoam ipfios q^ (7. E. D. 
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^ilgorithmus novus ad decidendum ^ utrum numerus integer 
pojitivus datus numeri primi pojitivi dati refiduum quadra* 

ticum.Jit an non rejiduum. 

I. 

Antequam folutionem noVam hujus problematia exponamna^ 
folutionem in Disquifitionibus jtrithmeticis traditam hic breviter 
repetemas, quae fatis quidem expedite perficitur adjumento theo* 
rematis fundamentalis atque theorematum notorum fequentium: 

L Kelatio nnmeri a ad numerum b (quatenfls iUe bujus tefi- 
dnum quadraticum eft- Hve non refiduum), eadem eft ^^e 
numeri c ad fr, fi a = c (mod. b). 

II. Si a eft produetum e factoribns etf St 7$ i ^^f ^9°* ^ 
numerus primus, relatio ipfins a ad 2r ita a relatione hornm 
factornm ad b pendebit, nt a fiat refiduom quadraticnm ipfioa 
b vel non refiduum, prout inter illos factores reperitor mul« 
titudo par vel impar taltnm, qui fiut noil refidua ipfids b* 
Qooties itaque aliquis factor eft quadratum, ad enm in hoc 
examine omnino non erit refpiciendom ; fi quis vero factor 
eft poteftas integri cum exponente impaii, illius vice ipfe hio 
ioteger fungi poterit. • 

IIL Nomerus s eft rendonm quadraticum cujusvis nomeri pnmt 
formae Rm + i vel 8»« + 7f non refiduum rero cojusyif 
nomeri^ primi formae 8'^ + 3 vel 8m+ 5. 

Propofito itaqoe numero a, cujus relalio ad numeram pri* 
mum b quaeritur: pro a^ fi major eft quam b, aote omnia fnb- 
fiituetnr efas refiduum minimum pofitivum fecundom modolom 
b^ quo refiduo in factores foos primos refbloto, quaefiio per 
theorema II reducta eft ad ioventionem relationis fiDgnlornm 
hornm * factornm ad b. Relatio factoris e , (fiqoidem adefi rel 
femely vel ter^ vel qninqnics etc) ionoiescit per tbeowoia III; 

tekiia 
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relatio reliquorum, per iheorema fundamentale, pendet*' a rela- 
tione ipuus b ad fingulos. Hoc itaqne modo loco unius relatio- 
nia numeri dati ad nnmerum primum b jam inveftigandae funt 
aliquae relationes numeri b ad alios primos impares ipfo' b mU 
nores, quae problemata eodem modo ad minores modulos depri- 
xnentur, manifeftoque . hae deprelEones fuccelHvae tandem ex* 
hauftae erunt. 

Ut exemplo haec folutio illufiretur^ quaerenda fit relatio 
'mimeri 103 ad 379. Quum 103 jam fit minor quam 379, atque 
ipfe numerus primus, protinus applicandum erit theorema fun- 
damentalet quod. docet, relationem quaefitam oppofitam efle 
relationi numeri 379 ad 103. Haec iterum aequaUs eft relalioni 
nnmeri 70 ad 103 , quae ipfa pendet a relationibus numerorum 
fif 5» 7 ^^ ^^3* Prima harum relationum e theoremate III inno- 
tescit. Secunda per tbeorema fundamentale pendet ^ felatione 
numeri 103 ad 5 , cui per tbeorema I aequalis eft relatio numeri 
g ad 5; haec iterum per theorema fundamentale pendet a rela- 
tione numeri 5 ad z$ ^^^ V^^ theorema I aequalis eft relatio' 
numeri a ad 3 , per theorema III nota. Ferinde relalio nuoieri 
7 ad.it>3 per theorema fundamentale a relatiope numeri 103 ad.7 
pendetf quae per theorema I aequalis eft relationi numeri 6 ^d 7 ; 
haec iternm pe^ theorema fundamentale pendet a relatione numeri 
.7 ad 5i cui aequalis eft per theorema I relatio numeri a a^ 5 
per theorema III nota. Quodfi jam hanc analyfin in fynthefin 
transmutare placet, quaeftionis decifio ad quatuordecim momenta 
referetur, quae complete hic epponimuSi nt major concinnitas 
folutionis novae eo clarius elucescat, 

'2. Nnmerus a eft refiduum quadraticum numeri 103 (tbeor. III). 

s. Nttinerus ft eft non refidoum quadraticnm numeri 3 (theor. III). 



V 
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3« Numerus fi efi nbn refiduum quadratioum numeri 3 (ex I et s^ 

4. Numerus 3 ell noH refiduum quadraticum numeri 5*(the'or. 
fund* et 3). • , 

5. Numerus 103 efl aon refidunm quadratlcuin numeri 5 (I et 4). 
6« NumeruB 5 elt non refiduum qu^draticum fiumeri 103 (ibeoc. 

fund. et 6). ' ' . 

7. Numerus a eft non refiduum quadraticum numeri 5 (theor. IIl), 
8* Numerus 7 eft non refiduum quadraticum numeri 5, (I et 7)» 

9. Niimerus 5 elt non refiduum quadraticuni numeii y (theon 
fund. et 8). . • 

10. Numerus 103 eft non refiduum quadraticum numeri 7» (I et 9). 
!!• Numerua 7 e£t refiduum quadraticum numeri 103 (theor. 

fund. et lo). ' 
13. Nutnerus 70 efi oon refiduam ' quadraticum numeri 103, 
(II, I, 6, 11). 

13. Numecus 379 eft non reliduum guadraticum numeii 103, 
(I et 18). ■ • 

* 

14. Numerus 103 e(t refiduum quadraticnm numeri 379 (theon 
fund, ec 13). 

• » • 

In fequentibus brevitatis cauflfa utemur figno in Comnient. 
Gotting. Vol.XVI. introducto. Scilicet per [x] denotabimus quan* 
titatem x ipfam, quoties x eft iuteger, five integrum proxime 
minorem guam 'x, quoties x eft quantitas fracta, ita ut x — [x} 
femper fiat quantitas non^ negativa nnitate minon 

3. / ; 

Paoblema. Denotantibus a» b integros^ pofitivos inter h 
s\ primosi et pofito [^a] — a^ , invenire aggregatum 
6_ _afc_ 3&^ ^46 a'h_ 



[r] + [-] + [-] + r^] + etc + c-rJ 



SOL. 



X 
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Sou Dengnemus brevitatts cauffW hujuainocli aggregatum 
par (p (a^ b)^ ita ut etiam iiat 

9 (6, fl) = [^] + iy] + [^] + etc. + [y ] 

ii fiatuimus [| b} zz V. In demonfiratione tertia theorematisT fun- 
^damentalis oftenfum eft» pro cafu eo ubi a et 6 funt impare3,-fieri 

<P (a/i) + ^ (6, a) = a' 6^ 
facileque eandem methodum fequendo veritas hujus propofitiania 
ad eum quoquo cafum extenditur, ubi alteruter numerorum a, h 
eft impar, uti illia jam addigitavimus. Dividatur, ad inftar 
xnethodii per quam duorum iotegrorum divifor commncis maxi- 
mus inveftigatur, a per fr, fitqiie £" quotiens atque c refiduum; 
deia dividator b per c et fic porro, ita ut habeantur aequationes 

a = ^b + c 

h =; ^^ -j- i 

c — od -j- e 

d z^ ee -^ f etc. 
Hoc modo in ferie numerorum continno decrescentium 6, c^ 
d, Cf f etc. tandem ad unitatem perveniemus, quum per hyp. a 
€t h ftnt inter fe primi, ita ut aequatio ultima fiat 

A = X/ 4- 1. 
Quum manifefio habeatur 

t|] = [e+{] = ff+[|] 

» 
sa Qc sr 

['-^]=[a^+^] = aff+[^] 

['y]=[3e+¥^=3g+[^'] 

ctc. y erit 

9 ib, a) = (p (&, c) + iS(b'b' + iO 

et proin . _ 

p (a, 6) = a' 6' — i f (6' b* + bO -^p (h, c) 

Fer fimilia ratiocinia fit, fi fiatoimos [| c} = c^ [^d]=4l% [| «jse^etc., 

^ (&, c) =; 6' C — I y (c'c' + e'; — ^ ic d) 

^ (c, d; = c' d' — I «J (d' d',+ d') — ^ (d, e) 

g) (d,«) = ii'c' — |e (e'e' + c') — ^ (c,/) ^ 

etc. uSqoe ad 

g) (A, = A'/'- iX (^/' + ^) — ? (f, 1) 

Hinc» 
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Hinc, qnoniain manifefio efi (p (l, i) = 0, colligimas forniulam 
9 (a, b) z= a* b' — f e* -{- c' df — dW -^- eic. :i= k* V 

. — etc. =? X (/'i' + Z') 



Facile jam ex iig, quae in demonfiratione tertia expoGta funtf 
coUigitur, relalionem numeri fr ad a, quotiea a fit numerus pri- 
mus, fponte pognosci e iralore aggregati (a, a6). Scilicet prout 
hoc aggregatnm eit numerus par vel impar, erit h reGduum qua« 
draticum iplius a vel non reGduum. Ad eundem vero finem 
ipfum quoque aggregatum ^ (a, h) adhiberi poterit» ea tamen 
refirictione» ut cafus ubi h impar efi ah eo ubi par eft diltiogua- 
tur,^ Scilicet 

I. Quotiea h elt impar, erit h reGdoum vel non reGduom qua« 
draticum^ ipfius a, prout ^ (a, h) par eft vel impar. 

II. Quoties h efi par, eadem regula valebit, G iofuper a efi vel 
formae 8''+ ^ ▼«* formae 8'> + 7; G vero pro Valore pari 
ipGus h modulus a elt vel formae 8n -|- 3 vel formae 8 ^ + 5f 
regula oppofita appltcanda erit, puta, h erit reGduum quadra* 
ticum iphus a, G (p (a, h) eft impar, noo reGduum vero» fi 
9 {ap b) eft par» 

Haec omnia ex art* 3 demonftrationi^ tertiae. facillime 
derivantur^ 

■•X " 

5. 

Exemplum, Si quaeritnr relatio numeri 105 ad namemm 
primum 379, babemus, ad eraendum aggregatnm ^ (379» io$)p 



« = 379 

b zz 103 

c =: 70 



«' = 189 
i'= 5» 

e' = 35 



?=3 
y = 1 

i=a 



d'=. 16 
e= 4le'=. a[£ = 8 
hinc 9 (379, 103) = 9639 — 1785 + 5^o — 3« 

— 3978 + 630 — 878 + «4 
= 4786> ande 103 erit° reliduum qnadraticntn 
numert 379. Si ad eundem finem aggr«gatum (379» ^^^) '^^^ 
bere malumusy babemus 'bocce paradigma: 

379 
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379 >89 

8o6 103 

173 86 

33 16 

finde deducimus 

^ (379# flo6)'= 19467 



1 

6 

4 



- 8858 +1376 — 64- 
5356 4- 3741 — 680 + 40 * 
~ 96669 quapropter 103 «ftr^fidanm quadrdticiim 



aumeri 379. 



Quum ad decidendam relationem numeri b ad a non opus 
fity fingulas partes aggregali (p (jif b) computare, fed fufiiciat 
novilTei quot iilter eas fint impares^ reguU noltra ita quoque 
«ichiberi potefi: 

riat ut fapra a = fffc + r, & = yc ^- ^t ^ = ^^ + « ctc» 
donec in ferie numetorum a, b^ c^ d^ e etc. ad unitatem penren- 
tuoi fit. Statuatur £^a] = a\ [^fe] = A', {|c] = c' etc,, fitgue 
^ multitudo numerorUni imparium in ferie a\ b\ c^ etc. edrum 
quos immediate fequitur impar; fit porro y multitudo numerorum 
imparium in ferie ^, y, ^ etc, eorum/ quibi^a in ferie b\ c\ d^ etc. 
refp. r^fpondet numerus formae 4 n -^- 1 vel formae 4 n -]- s, 
His ita factis» erit b refiduum quadraticum vel noq refiduum 
ipfius a, prout /x '\' y, e^ par vel impar, unico cafu excepto, ubi 
fimul efi b par atque a vel formae 8^+3 vel 8 n 4* 5> pro 
quo regula oppofita valet« • , ^ 

In exemplo nofiro feries a\ b\ c\ d\ e' duas fuccelliones 
imparium fiftit, unde /a= 2; in ferie £*', y', ^', £\ duo quidem 
impares adfunt, fed quibus in ferie V^ c\ d\ e' rcfpondent numeri 
formae 4 n + 3 , unde yzzo. Fit itaque ja» -^ p par , 4deoque 1 03 
refiduum quadraticum numeri 379. 
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THEORI A 
RESIDUORUM BIQUADRATICORUM 

A V C T o n E 

CAROLO FRIDERICO GAUSS. 



COMMENTATIO PRIMA 

80CIETATI B.EGIAE TRADITA 1825y APR. 5* 



1. 

X beoria residuorum quadraticorum ad , pauca tbcoremaf a fan* 
damentalia reducitur, pulcherrimis Arithmeticae Sublimioris ci- 
meliis adnumeranda» quae primo per inductionem facile detecta, ac 
dein multifariis modis ita demonstraia esse constat» vt niiul am- 
plius desiderandum relictum sit* 

Longe vero altioris indaginis est theoria residuorum cubico- 
nim et biquadraticorum. Quam ^quum inde ab anno 1805 perscnu 
tari coepissemus» praeter ea^ quae quasi in limine sunt posita, non- 
nulla quidem tbeoremata specialia se obtulerunt» tum propter sim- 
plicitatem suam , tum propter demonstrationum difncultatem vald^ 
insignia: mox vero comperimust principia Arithmeticae bactenus 
vsitata ad theoriam generalem stabiliendam neutiquam sufScere, 

A 2 ' 



N. 
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quin potius hftnc necessario postulare^ vt campus Arttlimeticae Sub-7 
limioris inlinities quasi pi-omoueatur, quod quomodo intelligendunt 
sit^ in continuatione harum disquisitionum clarissime elucebit* Quam- 
primum hunc campum nouum ingressi sumus, aditus ad cognitio* 
nem theoretnatom simplicissimorum totam theoriam exhaurientium 
per inductionem statim patuit: sed ipsoruni demonstrationes tam 
profunde latuerunt, vt post multa demum tentamina irrita tandem 
in lucem protrahi potiierint. 

Quum iam ad , promulgationem harum lucubrationum accinga- 
mur, a theoria residuorum biquadraticorum initium faciemus , et 
quidem in hac prima commentationex disquisitiones eas explicabi- 
mus, quas iam cis campum Ariihmeticae ampliatum absoluere li- 
cuit, quae illuc viam quasi sternunt, simulque theoriae diuisionis 
cireuli quaedam noua incrementa adiungunt 

2. 
Notionem residui biquadratioi in Disqnisitionibua jtrithineii- 
cis p. 1J3 introduximus : scilicet numerro ihcRlfger a, positimis seu 
negatiuus, integri p residuum biquadraticum ^vocatur, si ^ aecun- 
dum modultim p biquadrato congruus . fieri potest , et perinde non- 
residuum^ biquadraticum , si talis congruentia non exstat In omni» 
bus disquisitionibns sequentibus, vbi cofitrarium expressis verbis 
non monetur, modulum p esse numerum primum (imparem positi* 
vum) supponemus, atque a per p non dtuisibilemi quum omnes 
casus reliquiad hunc facillime reduci possint ' 



3. 

Manifestum est ," orane residuum .biquadraticum numeri p eius- 
dem quoque residuum quadraticum esse, et proin omne non-resi- 
duum quadraticuin etiam non-refiiduum biquadraticum. Hant; pro- 
positionem etiam conuertere licet, quoties p est numerus primus 
formae 4/>+3« Nam si in hoo casu a est residuum quadraticum 
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ipsius /7« statuamus a = bb (mod. p) , vbi b vel residuum quadra- 
ticum ipsius p erik vel non-residuum: in casu priori stntuemus 
6 = cc, ynde a = c*t i. e. a erit r^siduum biquadraticum ip- 
sius p ; in casu posteriori — b fiet residuum quadraticum ipsius p 
(quoniam ~ ± est non-residuum cuiusuis numeri prlmi formae 
4n + 3)» faciendoque — 6 = cc, erit vt antea a = c^, atque 
a residuum biquadraticum ipsius p, Simul facile perspicietur , alias 
solutiones congruentiae x^ ^ a (mod. p) , praeter has dnas x= c 
et or = — c in hoc casu non dari. Quum hae propositiones ob- 
viae integram residuorum biquadraticorum theoriam pro modulispri- 
mis formae 4^ ~h 3 exhauriant^ tales modulos a disquisitione no- 
stra omnino excludemus, siue hanc ad modulos primos fbrmae 
4/2 -{- 1 Ikiiitabimus. 

4. 

Existente Itaque p nunf^ro primo formae 4iz -^ i, proposi- 
tionem art. praec. conuertere non licet: nempe exstare possunt re- 
sidua quadratica, quae non sunt simul residua biquadratica , quod 
euenit , quoties residuum quadraticum congruum est quadrato non- 
residui quadratici. Statuendo enim a = 66, existente b non-re- 
siduo quadratico ipsius p , si congruentiae «^ = a satisfieri posset, 
per valorem x=Cf foret c* ^bbf siue productum (cc — b) (cc + b) 
per /7 diuisibile, vnde p vel factorem cc ^— b vel alterum cc-^^-b 
metiri deberet, i.e; vel -f- b vel — b foret residuum quadraticum 
ipsius /7 > et proin vterque (quoniam — 1 est residuum quadrati* 
cum), contra hyp: 

Omnes itaque numeri integri per p non diuisibiles in tres 
dasses distribui posseht, quarum prima contineat residua biquadra- 
tica, s^cunda non-residua biquadratica ea» quae simul sunt residua 
quadratica, tertia non-residua quadratica. Manifesto sufficit, tali 
classificationi solos numeros 1, 2» 3**-««J7.*-'l subiicere, quorum 
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semifisis^ ad classem tertiam reduoeretur, dum altera semissis inter 
classem primam et secundam distribueretun 

5. 

Sed praeslabitt quatuor classes stabilire, quarum indoles ita 
se Labeat. 

Sit A ccmplexus omnium residuorum biquadraticorum ipsius 
p, inter 1 .et /7'-*l (inclus.) sitorum, atque e non-residuum qua-- 
draticum ipsius p ad arbitrium electum* Sit porro R complezus 
residuorum minimorum positiuorum e productis eA secundum mo* 
dulum p oriundorumi et perinde C, Z> resp. complexus r£siduo- 
ram minimorum positiuorum a productis eeA^ e^ A secundum 
moduium p prodeuntium. Hb ita factis facile perspicitur» sin- 
gulos numeros B inter se diue^sos fore, et perinde singulos C^ nec 
non singulos Z); cifram autem injer omnes bos numeros occurrere 
non posse. Porro patet, omnes nuQierosi in A et C contentoSi 
esse residua quadratica ipsius j9,.omnes autem in S et D non-re- 
sidua quadraiica, ita vt certe complexus A9, C millum numerum 
cuni complexu B vel D communem babere possint. Sed etiam 
neque A cum C, neque B cum D vllum numeri>m communem 
habere potest. Suppoiiamus enim 

L numerum aliquem ex Af e* g. a etiam m C inueoirii vbi prod- 
ierit e producto eea ipsi congruo, existente a numero e eom- 
plexu A. Statuatur a = a^ > «' = a^ 9 accjpiaturque integer Q 
iia, yt fiat ©a' = 1- Hi» ita factis erit 

eea^ = a^% adeoque multiplicando per 0^, 

ee ^ a^ Q^ ■ 
i, e. ee residuum biquadraticum , adeoque e residuum quadraticum, 
contra hyp. 

II. Ferinde sui^ponendO) aliquem numerum complexibus B^ D 
conmiunem esse, atque e productis ea^ e^ a prodiisse, existenti* 
bus a, d numeris e coraplexu A^ e congruentia ^a = 



e^ d se* 



THEORIA RESIDUORUM BIQUADRATICORUM. 7 

qtieretur a = eea^ adeo^e haberetur nmnerus, qui e producto 
eea oriundua ad C simulque ad y/ pertineret, quod impossibile 
ea^e modo demonstrauimus. . 

Porro facile demonstratur i omnia residua quadratica ipsius p^ 
inter 1 et /? — 1 incl. sita, necessario vel in A vel in C, omnia- 
qiie non-residua quadratica ipsius p inter illoa limites necessario 
vel in B vel in D occurrere debere. Nam 

I. Omne tale residuum quadraticum, quod simul est residuum 
biqiladraticum , per lijp. in A inuenitur. 

II. Residuum quadraticum h^ (ipso p minus), quod simul 
est non residuum biquadraticum , statuatur .^ gg^ vbi g erit non- 
residuum quadraticum. Accipiatur integer y tali^, vt iiat ey~g^ 
eritque y residuum quadraticum ipsius p , quod statuemus ^ hk. 
Hinc erit 

h ^ gg ^ eefy ^ eeh^ 
Quare qnum residuum minimum ipsius h^ inueniatur in A^ nuni^- 
rus A, qnippe qui ex illius producto per ee oritur, necessario 
in C contentus erit. 

UL Designante h non-residuum quadraticum ipsius p inter 
Itmites 1 et j7 — 1 , eruatur inter eosdem limites numerus integer g 
talis, vt habeatur eg = h. Elrit itaque g residuum quadraticum, 
et proin vel in A vel in C contentus: in casu priori h manifesto 
iDter numeros B , in posteriori autem inter numeros D inuenietur* 

£x hisomnibus coUigitur, cunctos numeros 1, 2) 3 • • * . p — 1 
inter quatuor series A$ B$ C$ D ita distribui, vt quiuis illorum in 
vna harum reperiatur, vnde singulae series \(^p ^ i) numeros con^» 
tinere debent. In hac classilicatione dasses A et C qiiidem nunie* 
ros suos essentialiter possident, sed di^tinctio inter classes B ei D 
eatenuB arbitraria est, .quatenus ab electione nunieri e pendet, qui 
ipse semper ad B feferendus est; quapropter si eius loco alius e 
classe D adoptatur, classes Bf D inter se peritiutabuntur. 
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6. ' 



Quum — 1 sit readuum quadraticum ipsius p^ statnamud» 
•^ 1 = y/ (mod./})) vnde quatuor radices congruentiae »^ = 1 enint 
±^ f^ — 1 » — * y*- Quodsi itaque a est residuum biquadraticum ip- 
sius /7} puta =a^» quatuor radices congruentiae x^ =a erunt 
fiyja^ — ct» -^ fa^ quiis inter se incongruas esse facile perspi-* 
citur. Hinc patet, si coUigantur residua minima positiua biqnadra* 
torum 1, l6» 81» 256 .••• (jp — 1)"*» quaterna semper a^qualia 
fore , ita vt Kp -^ l) residua biquadratica diuersa babeantur com- 
plexum A formantia. Si rdsidua minima biquadratorum vsque ad 
\^^p ^\Y tantum colliguntur , singula bis aderunt 

7. 

Productimi duorum residuonim biquadraticorum manifesto est 
residuum biquadraticiim, siue e multiplioatione duorum numerorum 
classi^ A semper prodit productum, cuius residuum minimum posi- 
tiuum ad eandem classem pertinet. Perinde pcoducta numeri ex B 
in numerum ex D^ vel numeri ex C in numerum ex C, babebunt 
residua sua niinima in A. 

In B autem cadent residua productorum A. B ei C.D i in C 
residua productorijim A.C^ B.B et D.D; denique in D residua 
produGtorum A.D et B .C. 

Demonstrationes tam obuiae suntr vt sufBciat» vnam indica- 
visse* Siht e. g. c et cf numeri ex C et 27, atque c = eeoy 
d ^ e^ a\ denotantibus a , a numeros ex A» Tunc e^ a a erit 
residuum biquadraticum , i. e. ipsius residuum minimnm ad A refe* 
retur: quare quum productum cd fiat = e.e^aa\ illius residnum 
minimum in B contentum erit* 

Simul facile iam diiudicari potest, ad quamnam classeiti re» 
ferendum sit productum e pluribus- factoribus. Scilicet tribnendo 
classi Af Bf C, D resp. cbaracterem 0> i^ 2^ 3» cbaracter pro- 
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ducti vel aggregato characterum fiingulorum factorum aequalis erit, 
vel eius residuo minimo secundum modulum 4« 

8. 

Operae pretium visum est , hasce propositiones elementares 
absque adminiculo theoriae residuorum potestatum euoluere , qiia 
in auxilium vocata omnia adhuc multo facilius demonstrare licet. 

Sit g radix primitiua pro modulo />, i. e, nunierus talis, vt 
in serie potestatum g^ gg^ g^ ...: nulla ante hanc gi"- ' vnitati 
secundum modulum p congrua euadat. Tunc residua niininja po~ 
sitiua numerorum 1, g, gg, g^ .... g^ ^' ^ praeter ordinem cum 

his ±, 2j 3 p — 1 conuenient, et in quatuor classes sequenti 

modo distribuentur: 

ad I residua minima numerorum 



B 
C 
D 



gy g^* g"^^ g^^ gP^^ 

ggf g^y ^'^ g^^ g^-^ 

«r^ ^^ g^\ g'' g^-^ 

Hinc omnes propositiones praecedentes sponte demanant. 

Ceterum sicuti hic numeri 1, 2>3 •.../?—! in quatuor 
classes distributi sunt, quarum complexus per ^, ^, C, D desi- 
gnamus, ita quemuis integrum per p non diuisibilem, ad normam 
ipsius residui minimi secunduni modulum /7, alicui harum classium 
adnumercCre licebit. 

9. 

Denotabimus per J residmun minimum potestatis g\^P ~ »> se- 
cunduni moduluro /?, vnde quum fiat ff = g^^P — O = — ^ (Z)/a'- 
quiss. Arithm. p. 59), patet, characterem f hjc idem significare, 
quod in art. 6. Potestas ^J^Cf — itaque, denotante \ integrum 
positiuum, congrua erit secundum moduIuni/7 numero \% f — \, — f 
prout X formae 4//1, 4/// + l> 4/w-f-2j 4//* + 3 resp., siue prout 

B 



I 
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residuum minimum ipsius g^ in ^, JE?, C, Z? resp. reperitur. Hinc 
nanciscimur criterium persimplex ad diiudicandum , ad quam clas- 
sem numerua datus h per p non diuisibilis referendus sit; perttne- 
bit scilicet ^ ad Ay B^ C vel Z?, prout potestas AJ^ "" '^ secun- 
dum modulum p numero 1 , /*, — 1 vel — f congrua euadit. 

Tamquam corollarium binc sequitur , — 1 semper ad classem 
A referri , quoties p sit formae 8 /^ + 1 ^ ^^ classem C vero , quo- 
ties p sit formae 8'^-{~5« Demonstratio buius tbeorematis a theo- 
ria residuorum potestatum independens ex iis, quae in Disquisiiio- 
nibu8 Arithmeticis p. 114 docuimus, facile adornari potest. 

10. 

Quum omnes radices primitiuae pro modulo p prodeant e re- 
siduis potestatum g^ , accipiendo pro X omnes numeros ad p«^ 1 
primos, facile perspicitur, illas inter complexus B et D aequaliter 
dispertitas 'fore , basi g semper in B contenta«, Quodsi loco numeri 
g radix alia primitiua e complexu B pro basi accipitur, claasifi- 
catio eadem manebit; si vero radix primitiua e complexu D tam<> 
quam basis a^doptatur , classes B et D inter se permutabuntur. 

Si classificatio criterio in art. praec» prolaito superstruitur, 
discripcien inter classes B et D inde pendebit, vtram radicem con- 
gnientiae orx = -^ 1 (mod. p) prb numero characteristico /* ado- 
ptemus. 

11. 

Quo facilius disquisitiones subtiliores, quas iam aggressuri 
sumusy per exempla illustrari possint, constructionem classium pro 
omnibus modulis infra 100 hic apponimus* Radicem primitiuam 
pro singplis mininiam adoptauimus. 
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' p = 5 


g = 2, f=2 


A 


1 


B 


• 

2 


C 


3 


J^U 


P = 13 


^ = 2,y = 8 


A 


1, 3, 9 


B 


2, 5, 6 


C 


4, 10, 12 


D 


7, 8, 11 



A 
B. 
C 
D 



A 
B 
C 
D 



I 



A 
B 
C 
D 



p= 17 
ir = 3,/=13 
1/4, 13, 16 

3, 5, 12* 14 
2> 8, 9, 15 
6, 7, 10, 11 

P = 29 
^=2,/= 12 

1, 7, 16,20, 23. 24, 25 

2, 3, 11, 14, 17, 19. 21 

4, 5, 6, 9, 13, 22, 28 
8, 10, 12, 15, 18, 26, 27 

p =37 
g= 2, f= 31 

» 

1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34 

2, 14, 15,^18, 20, 24, 29» 31, 32 

3, 4, 11, 21, 25, 27, 28, 30, 36 

5, 6, 8, 13, 17, 19> 22, 23, 35 

B 2 
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A 

B 

C 

D 



A 
B 
C 
D 



A 
B 
C 
D 



B 



D 



i> = 41 

^ = 6,/= 32 

1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40 
6, 14, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 27, 35 

2, 5, 8, 9, 20, 21, 32, 33, 36, 39 

3, 7, 11, 12, 13, 28, 29, 30, 34, 38 

P = 53 
«r= 2,/ = 30 

1, 10, 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49 

2, 3, 19, 20, 26, 30, 31, 32, 35, 39, 41, 45, 48 

4, 6, 7, 9, 11, 17, 25, 29» 37, 38, 40, 43, 52 

5, 8, 12, 14, 18, 21, 22, 23, 27, 33, 34, 50, 51 

g z=.2f / = li 

1, 9, 12, 13f 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58 

2, 7, 18, 23, 24, 26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51, 53, 55 

3, 4, 5, 14, 19. 27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60 

6, 8, 10, 11, 17, 21, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 43, 54, 59 

j» = 73 
^ = 5, /= 27 

I, 2, 4, 8, 9, 16, 18, 32i 36, 37, 41, 55, 67, 64, 65, 69^ 

71, 72 
5, 7, 10, 14, 17, 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 53, 56, 59, 

63, 66, 68 
3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 

6i,67, 70 

II, 13, 15, 21, 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51, 
52, 58, 60, 62 
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D 



A 



D 



P -89 
^ = 3, / = 34 
1, 2, 4, 8, li, 16, 22, 25, 32, 39. 44, 45, 50, 57, 64, 67 

73, 78, 81, 85, 87, 88 

3, 6, 7, 12, 14, 23, 24, 28, 33, 41, 43, 46, 48, 56, 61, 

65, 66, 75, 77, 82, 83, 86 
5, 9. 10, 17, 18, 20, 21, 34, 36, 40, 42, 47, 49, 53, 55, 

68, 69. 71, 72, 79» 80, 84 

13, 15, 19> 26, 27, 29. 30, 31, 35, 37, 38, 51, 52, 54, 

58, 59. 60, 62, 63, 70, 74, 76 

P = 97 

^= 5, /= 22 

1> 4, 6, 9> 16, 22, 24, 33, 35, 36, 43, 47, 50, 54, 6l, 62, 

> 64, 73, 75, 81, 88, 91. 93, 96 

5, 13. 14, 17, 19. 20, 21, 23, 29, 30, 41,45, 52, 56,67, 

68, 74, 76, 77, 78, 80, 83, 84, 92 
2, 3, 8, 11, 12, 18, 25, 27, 31, 32, 44, 48, 49. 53, 65, 

66, 70, 72, 79. 85, 86, 89. 94, 95 

7, 10. 15, 26, 28, 34, 37, 38, 39. 40, 42. 46, 51, 55, 57, 

58, 59. 60, 63, 69, 71, 82, 87. 90 



12. 



^ * 



Quum numerus 2 sit residuum ^adraticum omnium numero- 
rum primorum formae 8 /^ 4* 1 > ^^^ residuum vero omnium formae 
8n-|*59 ppo modulis ppjniis formae prioris 2 in classe A vel C, 
pro modulis formae posterioris in classe B vel 2> inuenietur* Quum 
discrimen inter classes B et D non sit essentiale, quippe quod 
tantummodo ab electione niimeri f pendet, modulos formae S^^^h^ 
aliquantisper seponemus. IModulos forniae 8^4~1 autem induciio- 
Tii subiiciendo^ inuenimus 2 pertinere ad A pro p = 73, 89? H^» 
233» 257 > 281» 337 1 353 etc.; contra 2 pertinere ad C pro 
p = i7» 41, 97, 137, 193, 241, 313, 401, 409. 433, 449> 457 etc. 
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Ceterum quum pro modulo primo formae 8 ^ 4" 1 numerus 
— > 1 sit residuum biquadraticum , patet » — 2 «emper cum 4* 2 ad 

eandem classem referendum esse. 

i 

13. 

Si exempla art. praec« inter se comparanturt primo saltem 
«spectu criterium nuUum simplex se offerre videtur^ per quod mo- 
dulos priores « po.sterioribus dignoacere liceret. Nihilominus duo 
huiusmodi criteria dantur» elegantia et simplicitate perinsignia, ad 
quorum alterum considerationes sequentes viam stement. 

Modulus p , tamquam numerus primus formae 8 ^ + 1 1 reduci 
poterit, et quidem vnico tantuiii modo,, sub formam aa\2hh 
(^Disquiss. Arithm* p* 220); radices a^ ^'positiue accipi ^uppone- 
mus* Manife^o a impar erit, b vero par; statuemus autem b zz2^ c^ 
ita vt c sit impar* lam obseruamus 

L quum babeatur p =: aa (mod. c) ipsum p esse residuum 
quadraticum ipsius c, et proin etiam singulorum factorum primo- 
rum, in quos c resoluitur: vicissim itaque, per tbeorema funda- 
mentale, singuli bi factores primi erunt residua quadratica ipsius^t 
et -proin etiam illorum productum c erit residuum quadraticum ip* 
sius jp« Quod quum etiam de niimero 2 valeat, patet, b esse re- 
siduum quadraticum ipsius p, et proin 66, neo non — bb^ resi- 
duum biquadraticum. 

II. Hinc — - 266 ad eandem classem referri debet, in qua 
inuenitur numerus 2 ; quare quum a a = — 2 6 6 , manifestum estf 
2 vel in classe ^, vel tn classe C inueniri, prout a sit vel residuum 
quadraticum ip^us p, vel non-residuum qradraticum» 

III. lam supponamus, a \n factores suos primos resolutum 
esse, e quibus ii, qui sunt vel formae 8^ + 1 vel 8^72 + 7ff deno- 
tentur per a^ Ut a etc, ii vero, qui sunt vel formae 8/73 -{-3 vel 
8 /71 -|- 5 9 P^r /3,3>i3'' eXxi*\ posteriorum multitudo sit =r^. Quo- 
niam p — 2bb (mod. a) , erit p residuum quadraticum eorum fa- 
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ctorum primorum ipsius a « quorum residuum quadraticum est 2f i* e. 
lactorum cc, a', a" etc; non-residuum quadraticum TOro factorum 
eorunit quorum non-residuum quadraticum est 2f >• ®« fiactonim 
/3^ ff, ^" etc. Quocirca, yice versa^ per theorema fundamentale, 
singuli £tf a^ a etc. erunt residua quadratica ipsius p, singuli 
/3> /3^ jS^' etc. autem non-residua quadratica. Ex his itaque con* 
cluditur , productum a fore residuum quadraticum ipsius p , vel non- 
residuum^ prout /u par sit vel impar* 

IV* Sed facile confirraatur , productum omnium a f a^ a etc. 
lieri formae gm-{-l vel S^ti+T» idemque valere de producto om- 
nium /3» /3V 3' 6tc. , si horum multitudo fuerit par, ita vt in hoc 
casu etiam prodi|ctum a necessario fieri debeat formae 8^+1 ^^ 
8 /w + 7 ; • contra "productum omnium /3> 3'» 3' ®^^» > quoties ipso- 
rum multitudo impar sit, fieri formae d^Ti-f-d vel 8^+5» idem- 
que adeo in Iioc casu valere de producto a» 

EIx his omnibus itaique coUigitur theorema elegans: 

Quoiiea a est formae 8^ + 1 ^^l 8/^-^7, numerus 2 in^ 
complexu A contenius erii; quoties t/ero a est formae 8^+3 
i^el 8 OT -}- 5 , numerua 2 in complexu C inuenietur. 

Quod confinnatur per exempla in art. praec. enumerata; prio- 
res eniui moduli ita discerpuntur : 73 = 1 + 2 • 36. 89 = 81 + 2 -4, 113 
= 81 + 2 . 16, 233 = 225 + 2 .4, 257 .= 225 + 2 . l6, 281 
= 81 + 2 . 100, 337 = 49 + 2.144. 353 = 225 + 2 .64; posteri<^ 
res vero ita: 17 = 9^+ 2.4, 41 = 9 + 2-16, 97 = 25 + 2.36. 
J37 = 9 + 2 .64. 193 = 121 + 2 .36, 241 = I69 + 2 . 36, 
313 = 25 + 2.144. 401=9 + 2.196, 409 = 121 + 2 • 144. 
433 = 361 + 2.36, 449 = 441 + 2.4, 457 = I69 + 2 . 144- 



\ " • 



14. 

Quum discerptio numeri p in quadratum siniplex et duplex 
nexum tam insignem cum classificatione numeri 2 prodiderit, ope- 
rae pretium esse jidetur tenlare , num discerptio. in duo quadrata» 
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c 

cui nnmeruin p aeque obnoxium esse constat, similem forte suc- 
cessum suppeditet. Ek;ce itaque discerptiones numerorum p , pro 
quibus 2 pertinet ad classem 



9 + 64 
25 + 64 
49 + 64 

169 + 64 
1 + 256 
25 + 256 
81 + 256 

289 + 64 



1 + 16 

25 + 16 

81 + 16 
121 + 16 

49 + 144 
225 +16 

169 + 144 

1 + 400 

9 + 400 
289 + 144 
49 + 400 
441 + 16 

Ante' omnia obseruamus, duorum, quadratorum, in quae p 
discerpitur, alterum impar esse debere, quod statuemus = aa, al- 

t 

terumpar, quod Statueinus = bb, Quoniain aa fit formae g /z -(* 1 ) 
patet, valoribus impariter paribus ipsius b respondere valpres ip- 
sius p formae 8 /z + 5 * ab inductione nostra hic exclusos , quippe 
<^.ii numerum 2 in classe JB' vel D haberent* Pro valoribus autem 
ipsius /7, qui sunt formae 8/24-I9 b esse debet pariter par, et si 
inductioni, quam schema allatum ob Qculos sistit» fidem habere li- 
cety numerus 2 ^d classem j4 referendus erit pro omnibus modulis, 
pro quibus b est formae 8^^» ad classem C verb pro omnibus mo- 
dulis» pro qilibus b est formae 8^4*4* ^®^ ^^^ theorema longQ 
altioris indaginis est, qullm id, quod in art. praec. eruimus» de* 
monstrationique pUires disquisitiones praeliminares sunt praemitten* 
dae, ordinem, quo numeri complexuum j4, B^ C9 D se inuicem 
sequuntur, spectajiites. 



^. 
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15- 
Designemus multitudinem numerorum e complexu A^ quos ini- 

niediate sequitur numerus e complexu A^ B^ C, D resp^, per 
(00) f. (01)9 (02)9 (03); perinde multitudinem numerorum e coni- 
plexu B ^ quos sequitur numerus e complexu A^ B^ C\ D 
resp. per (lO), (H)^ (12)9 (13); similiterque sint in coniple- 
xu C resp. (20), (21), (22) > (23) numeri, in complexu D vero 
(30), (31)9 (32) j (33) numeri, quos sequitur numerus e coniplexu 
Ay Bj Cj D. Froponimiis nobis» lias sedecim multitudines a priori de- 
terminare. Quo commodius lectores ratiocinia generalia cum exeinplis 
comparare possjnt, valores numericos terminorum schematis (S) 

(00)9 (01),<02), (03) 
(10)9 (11), (12), (13) 
(20), (21), (22), (23) 
(30), (31), (32), (33) 

pro singnlis modulis, pro qutbus classificationes in art. 11 tradidi- 
mus, hic adscribere visum est. 



p = 5 
0, i, 0. 
0, 0, 0, 1 
0, 0, 0, 
0, 0. i, 

J» = 13 
0, 1, 2, 
i» i, 0, 1 
0, 1. Oi 1 

i;o, ii 1 

/» = 17 
0> 3, 1, 
2, 0, 1, 1 

1/1, i, 1 

0. 1,-1. 2 

P = 29 
2, 3, 0, 2 

1. 1, 2. 3 

2. i, 2> 1 
1, 2, 3, 1 



/» = 37 
2, i, 2, 4 
2. 2, 4, 1 
2, 2, 2, 2 



/> = 73 

5, 6, 4, 2 

6, 2, 5, 5 
4, 5, 4, 5 



2, 4, 1, 2 12, 5, 5, 6 



p = 41 
0, 4, 3, 2 
4, 2, 2,' 2 

3, 2, 3, 2 
2, 2, 2, 4 

p = 53 
2, 3, 6, 2 

4, 4, 2, 3 

2, A, 2, 4 
4, 2. 3, 4 

J» = 61 
4, 3. 2. 6 

3, 3, 6, 3 

4, 3, 4, 3 
3> 6, 3, 3 



P = 39 

3, 8> 6> 4 
8, 4, 5; 5 
6, 5, 6, 5 

4. 5, 5, 8 

P = 97 
2, 6, 7, 8 
6> 8> 5, 5 
7,. 5, 7. 5 
8> 5, 5, 6 
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Quum moduli formae 8/2+I et 8/2+5 diuefso modo se ha- 
beant, vtrosque seorsim tractare oportet: a prioribus initium fa- 
ciemus. 

16. 

Gbaracter (OO) indicat, quot modis diuersis aequationi ct+l — cc 
satisfieri possit, denotantibus c£> a indefinite numeros e oomplexu 
yj. Quum pro modulo formae 8 /^ 4* 1 « qualem hic subinteliigimus, 
^^ et p — a ad eundem complexum pertineant, concinnius dice- 
nius, (00) exprimere multitudinem modorum diuersornm» aequa- 
tioni 1 -{-a-|-a'=/>> satisfaciendi : manifesto liuius aequationis vice 
etiam congruentia ± + a + cc=0 (mod. /?) fungi potest. 

Ferinde (01) indicat multitudinem solutionum congruentiae 
i + a + fi = (mod. p); (02) multitudinem solutionum congruen- 
tiae 1 4-^ + V = 0; (03) multitudinem solutionum congruentiae 
± + a + S = 0; (11) multitudinem solutionum. congruentiae 
j^ -^ |3 -j- j3' = etc«, exprimendo indefinite per 3 ^^ numeros 
e complexu ^, per y numeros e complexu C, per ^ numeros e 
complexu jD. Hinc statim coUigimus sex aequationes sequentes: 

(01) = (10), (02) = (20), (03) = (30), (12) = (21), Cl3) = (3l), 
(23) = (32). 

E quauis solutione data oongruentiae 1 -j-ct4* /3=0 dema- 
nat solutio congruentiae l + S+i^ = 0» accipiendo pro S nume- 
rum inter limites 1 .,.•/) — 1 eum qui reddit ^ S~ 1 (qui ma- 
nifesto erit e complexu D), et pro j^ residuum minimum positi- 
vum producti aS {quod itidem erit e complexu D)', perinde pa* 
tet regressus a solutione data congruentiae j -f-^"H^ — ^^ ^* 
lutionem congruentiae l-|-c£-i-/3 = 0» si3 accipitur ita, vt fiat 
/3J=lf simulque statuitur ct=/3^* Hinc condudimus, vtram- 
que congruentiam aequali solutionum multitudine gaudere, siue esse 
(01) = (33). 
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Simili modo e congruentia 1 + ct H- y = deducinius 
y' + y"-|- 1 = 0, 81 y' accipitur e complexu C ita vt fiat yy'=l, 
atque y" ex eodem complexu congruUs producto cty. Vnde fa- 
cile colligimufl^ Iias duas congnientias aequalem solutidnum mul- 
titudinem admittere, siue esse (02) = (22)* 

Perinde e congruentia 1 + ct + <JeeZ0 deducimus /3+)3'+ 1=0, 
accipiendo 3> 3' i^a vt fiat j3<5 = lf (Ba = ff, eritque adeo 
(03) = (11). 

Denique e congruentia i-{-/3 + y=0 simili modo tum con- 
gruentiam ^ + 1 + 3' = > tum Iianc y'-|- j'4- 1 = deriuamus, 
atque hinc concludimus (12) = (l3) = (23)« 

Nacti sumus itaque, inter sedecim incognitas nostras, vnde- 
cim aequationes, ita vt illae ad quinque reducantur, schemaque S 
ita exhiberi possit: 

h^ i, l'f l 

hj 771, h% m 
Ij m% m% i 
Facile vero tires nouae aequationes conditionales adiiciuntur. 
Qaum enim quemuis mimerum complexus ^Z, excepto vltimo p — l, 
sequi debeat numerus ex aliquo complexuum ^/, B% C vel 7/, 
habebiraus 

(00) + (01) +(02) + (03) = 2/* - 1 
et perinde 

(10) + (11) + (12) + (13) =2/* 
(20) + (21) + (22) + (23) = 2n 
(30) + (31) + (32) + (33) = 2« 
In ai^nis modo introductis tres primae aequationes suppeditant: 

h^ i + l+lzzin-^i 
i ^ l^ 2m = 2n 

l •A' m :^ n 

- C 2 
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Quarta oum secunda fit identica. Adiumento harum aequationum 
tres incognitarum eliminare licet» quo pacto omnes sedecim iam 
ad duas reductae sunt 



17. 

Vt vero determinationem completam nanciscamur) iniiestigare 
conueniet multitudinem solutionum' congruentiae 

; l+ct + + y = Traod. p) 

disignantibus a^ i3> V indefinite nunieros e complexibus yJ^ Bf C 
Manifesto yalor cc = /7 — 1 non est admissibilis, quum fieri nequeat 
3-|-y^0: substituendo itaque pro a deinceps valores reliquos^ 
prodibunt h, i, *> / valores ipsius 1-f-a ad -^, ^, C, JD resp. 
pertinentes. Pro quouis autem valore <Uiio ipsius 1 -j- c£ , t^d j^ 
pertinente , puta pro 1 + £t = ct® i congruentia a® + j3 + y = to- 
tidem solutiones adniittet, quot congruentia l-^jS^-f^y =0 (sta- 
tuendo scilicet 3 = ot°/3'> y=c«^y')> i- o. solutiones (12) = m. 
Ferinde pro quouis valore dato ipsius 1 rf- a ad ^ pertinente , pu- 
ta pro l + ct = i3®» congruentia j3® + /3 + y = totidem solutio- 
nes habebit, quot haec 1 + a + /3'=0 (scilicet statuendo /3=3®a'f 
y = 3°3')> *• ®' solutiones (01) = i. Similiter pro quolibet valo- 
re dato ipsius 1 + ct ad C pertinente, puta pro l+a = y®, con- 
gruentia y® + /3 + y=0 totidem modis diuersis solui poterit, quot 
haec l+^+a'=0 (nempe statuendo j3=y®rf, y = y®a), i. e. 
solutionum .multitudo erit (03) = ^ Denique pro quouis valore 
dajo ipsius 1 + ct ad Z) pertinente, puta pro l+a = ^«>, congruen- 
tia 5**+3+y = totidem solutiones habebit, quot haec 1 +y'+^=0 
(statuendo /3=J®y , y=J°(J'), i. e. (23) —m solutiones. Om- 
nibus i^4que collectis, patet , congruentiam 4 + <t + j3+y = () 
admln<M-e 

hm + ii -j- kl + Im 
sohui< ^ diuersBS. 
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Prorsus vero simili modo eruimuB » si pro j3 singuli deinceps 
numeri eomplexus B substituantur i summam l-)-/3 obfinere resp. 
(10)» (11)» (12)» (I3)^iue i, /, m, m valores ad J^ JJ, d D 
pertinentes , et pro quouis valore dato ipsius 1 + /3 ad hos com« 
plexus pertinente , ' congruentiam l+/3"h^ + y = resp. (02)> 
(31)9 (20)9 (13) siue it, //1, Ir, m solutiones diuersas admittere , ita 
vt multitudo omnium solutionum fiat 

= ik 4- i^ + im + /w/n 
Ad eundem valorem perducimur, si euolutionem considerationi valo- 
rum summae 1 4* y superstruimus* 

18. 
EIx bac duplici eiusdem multitudinis expressione nanciscimur 
aequationem : 

= hm 4- ii 4- it/ — ik — km — mm 
atque binc, eliminando h adiumento aequationis Z( r= 2^ — i^— Ij 

= (*— /w)a + ii + kl^ ik ^kk^m 
Sed duae aec^uationes vltimae art 1 6 suppeditant i& = | (/ 4- i), 
quo valore substituto ii 4- /^'' — ik — 'kk transit in | (/ — i)^, 
adeoque aequatio praecedens, per 4 multiplicata , in baiic 

= 4 (i- — mY 4. (/— i)a — Am 
Hinc, quoniam ^m = 2 (* 4" ^^) — 2 (^' — ni) = 2/* — 2(* — //*)» 
sequitur 

2» = 4 (it — m)!« + 2 (* — ot) + (/-i)* 
siue 

8» + l = (4(i'-/») + 1)« + 4 (/-«)» 
Statuendo itaque 

4(ife — ot) + 1 = a, 2/— 2»=* 
Jiabebimus ^ 

j? = aa 4- ^^ 
Sed constat, /7 vnico tantum modo in duo quadrata discerpi 

posse^ quorum alterum impar accipi debet pro aa, alterum par 
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pro bbi ita vt aa^ bb sint numeri ex asse determinati. -Sed etiam 
a Jpse erit numerus prorsus determinatus ; radix enim quadrati pb- 
sitiue accipi debet, vel negatiue» prout radix positiua est formae 
4M'\'± vel 4i(f + 3* De determinatione signi ipsius b mox 

lo^iemur. 

lam combinatis Iiis nouis aequationibus cum tribus vltimis art. 
161 cniinque numeri h^ if kf 1% m per a^ b el n penitus determi- 
nantur sequenti modo: 

8^ = 4/2 — 3a — 5 

8^ = 4/* + a — 26—1 

8* = 4« i- a — 1 

8/ = 4/» + a + 2b — ± 

Sm = 4n — a + 1 
Si loco ipsius n modulum p introducere malumus , schema 6\ 
singulis temiinis ad euitandas fractiones per I6 multiplicatis » ila 
se habet: 



/>— 6« — 11 
/?+2rt— 46— 3 
i)+2a— 3 
p+ 2a+46 — 3 



p + 2« — 3 
p — 2a+l 
p + 2a — 3 
/7— 2a + j 



p + 2a + 4b' 
P— 2a+l 
p — 2a+l 
/> + 2a— 46 



i? + 2a— 46 — 31, 
i? + 2a + 46 — 3 
p — 2a + l 
p — 2a + l 

19. 

Superest, vt signum ipsi b tribuendum assignare doceamus. 
lam supra, art. 10 > monuimus, distinctionem inter complexus JB et 
Di per se non essentialem, ab electione numeri / penderoy pro 
quo alterutra radix congruentiae a:x= — i accipi debet, illasque 
inter se permutari » si loco alterius radicis altera adoptetur. lam 
quum ^ inspectio schematis modo allati doceat , similem permuta- 
tionem cum mutatione signi ipsius b cohaerere» praeuidere li- 
cet, nexum inter signum ipsius b atque numerum y exstare de- 
bere. Quem vt cognoscamus, ante omnia ob^eruamus, si^ deno- 
tante /x integrum non negatiuum^ pro z accipiantur omnes numeri 
±9 2» 3. .../>— 1> fieri secundum modulum p, vel S^»* ^ 0> vel 
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Si:'* = — 1 f prout fjt vel non-idiuisibilis sit pcr /^ — 1 , vel diui- 
sibilis. Pars posterior theoreniatis inde patet» quod pro valore 
ipsius /u per p — 1 diuisibili , babetur 2** = 1 : partem priorem ve- 
ro ita demonstramus. Denotante g radicem primitiuam, omnes z 
conuenient cum residuis minimis omnium g^ , accipiendo pro y om- 
nes numeros Oi 1» 2% 3 ••••p^^i eritque adeo 2 jsf* = ^g'^^ • 
Sed fit 

j:giv^ = ° — : i, adeoque 

Cgr — 1) S^M = gi^Cp-i) — 1 = 0. • 
Hinc vero seqiiitur, quoniam pro valore ipsius /jt perp — 1 non- 
diuisibili ff* ipsi 1 congruus siue ^** — 1 per p diuisibilis esse ne- 
quit, Xzt^^O* Q .E .D. 

lam si potestas (2^-{-l)^^"~ secundum theorema binomiale 
euoluitur» per lemma praeo. fiet 

S {z^ + Di^^""^^ = — 2 (mod. j7) 
Sed residua minima omnium z^ exhibent omnes numeros ^, quo- 
vis quater occurrente; habebimus itaque inter residua minima ip- 
sius i5* 4" 1 

4(00) ad ^ 

4(01) ad B 

4(02) ad C 

4(03) ad Z> 
pertinentia, quatuorque erunt =: (puta pro ^^^=/7-— 1)« ' Hinc, 
Gonsiderando criteria complexuum yl% B% C^ D^ deducimus 

2(2*+!)*^^"^^ = 4(00) + 4y(01) — 4(02) — 4/(03) 
adeo^e 

— 2 = 4(00) + 4/(01) — 4(02) — 4/(03) 

snie substitutis pro (00)* (01) etc. valoribus in art praee. inuentis, 

— .2 = — 2a — 2 — 2 6/ 

Hinc itaque colligimus» semper fieti debere a^^' bf~0% siue, 
muUiplicaindo per f^ 



I 
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5 = «/ . 

quae congruentia determinatiom slgni ipsius b » si numerus, f iam 

electus est > vel determinationi numeri f^ si signum ipsius b aliun- 

de prae^cribiturs inseruit. 



20. 
Postquam problema nostnim pro inodulis formae 8 'i + 1 ^^"^' 
plete soluimus , progredimur ad casum alterum , vbi p est formae 
8 'i + 5 • quem eo breuius absoluere licebit » ^uod omnia ratioci- 
^nia parum a praecedeHtibus difierunt. 

Quum pro tali modulo — 1 ad classem C pertineat, comple- 
menta numerorum complexuum A% B^ Cj D ad summam />, in 
classibus C* Dj A% B resp. contenta erunt. Hinc facile coliigitur 

denotare multllndinem 
. soludonum congi-uentiae 



signum 



(00) 


1 + <t + y = 


= 


(01) 


1 + rt + ^ = 


= 


(02) 


1 + <t + rt = 


= 


(03) 


1 +a + /3 = 


= 


(10) 


1 + 3 + y H 


= 


(11) 


1 + 3 + ^ = 


= 


(12) 


1 + /3 + « = 


= 


(13). 


1 + 3 + 3' = 


= 


(20) 


1 + y + y = 


= 


(21) 


1 +y + ^ = 


= 


(22) 


1 + y + «e = 


= 


(23) 


1 + y + 3 = 


= . 


(30) 


1 + «J+ y = 


= 


<31) 


1 + ^+ J' : 


= 


(32) 


*+ ^+ « = 


S 


(33) 


1-+ ^ +3 i 


= . 



THEORIi BESIDUORUM BIQUADRATICOEUM. 25 

▼nde statim habentur sex aecpiatlones : 

(00) = (22), (01) ='(32), (03) =(12), (10) = (23), (11) = 
(33), (21) = (30). 

MuUiplicando congruentiam l + (t + y = per numerum y' e 
coroplexu C ita electum, vt fiat yy'=l, accipiendoque pro y" re- 
siduum minimum producti ay\ cpiod manifesto quoque complexui C 
aidnumerandum erit, prodit y + y' + l=Ot vnde coUigimus (00) 
= (20). 

Prorsus simili modo habentur aequatione^ (01) = (id) > (03) 
= (31), (10) =(11) = (21). 

Adiumento liarum vndecim aequationum sedecim incognitas 
nostras ad quinque reduceret schemaque S ita exhibere possumus: 

m^ m y ly i 
hj m, hf m 
my If iy m 

Forro habemus aequationes 

(00) + (01) + (02) + (03) = 2/»+l 
(10) + (11) + (12) + (13) =2n+i 
(20) + (21) + (22) + (23) =2n 
(30) + (31) + (32) + (33) = 2n + i 
siue, adhibendo signa modo introducta, has tres (I): 

h+i+k + l=2n + i 
2m + i + / = 2n + i 
h + m zz n 
quarum itaque adiumento incognitas nostras iam ad duas reduce- 

re Itcet. 

^ r 

Aequationes reliquas e consideratione multitudinis solutionum 
congruentiae l + tf + 3 + y = deriuabimus (per cc , /3 , y » etiam 

D 
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hic indefinite numeros e complexibus^ A, B^ C resp. denotantes). 
Scilicet perpendendo primo, 1 + ct praebere h^i^ h^ l numeros 
resp. 9A A , B y C^ D pertinentes , et pro quouis valore dalo ip- 
sius a in his quatuor ca^ibus resp. haberi solutiones m^ /, i, m^ . 
multitudo omnium solutionum erit 

zzhm -Y il + ik -^ Im 
Secundo quum 1+3 exhibeat /n, m, ly i numeros ad -^, jB, C, 
D perlinentes, et pro quouis valore dato ipsius 3 i^ b's quatuor 
casibus exstent solutiooes h^ m, h, m^ muUitudo omnium solutio- 
num erit 

— hm + mm 4- A/ -f- im 
vnde derluamus aequationem ' 

= mm + hl + im — it — ii: -r- Im 
quae adiumento aequationis k zz 2m — A, ex(l) petitae, transit 

in hanc: 

= mm -|- A/ -|- hi — i/ — im — Im 

lam ek aequationibus I habemus etiam /+i=:l + 2^f vnde 

2i= 1 + 2A + (i — /) 
2/ = 1 + 2h—{i — l) 

» 

Quibus valoribus in aequatione praecedente substitutis, prodit: 
= 4nim — 4m — 1 — 8^''» + 4hh + (i — /)* 

Qiiodsi tandem pro 4m hic substituimus 2(h + m) — 2(A — m) 

slue j propter aequationem vltimam in 1 , 2n — 2 (^ — m), ob- 

tinemus: 

0= 4(h — m)^ — 2/i + 2{h — m} -^ 1 + (i— /)*. ' 

adeoque 

8/1 + 5 = (4(A — /7i) + l)« + 4(i — /)^ 

Statuendo itaque 

^(^h—m) + 1 = a, 2/ — 2/= 6 
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fiet 

jp = aa 4" ^^- 

lam quum in hoc quoque casu p vnico tantum modo in duo 
quadrata^ par alterumy alterum impar» discerpi possit, aa el.bb 
erunt nuiheri prorsus determinati ; manifesto enim a a quadrato im- 
pari, bb pari aequalis statui debet« Fraeterea signum ipsius a ita 
erit stabiliendum, vt fiat a = 1 (mod. 4)» signumque ipsius b ita, 
vt habeatur h = af (mod./?)^ vti per ratiocinia iis quibus in art, 
praec. vsi sumus prorsus similia facile demonstratur» 

His praemissis quinque numeri ?i, i, h, /, m per a, b et n 
ita determinantur: 

8^ = 4/2 + a — 1 

8i = 4« + a + 2& + 3 

8* =4« — 3« + 3 

8/ = 4» + a — 2* + 3 

8/» = 4/* — a + 1 

aut si expressiones per /7 praeferimus, termini schematis S per 16 
multiplicati ita se habebunt: 



p + 2«— 7 
p—2a—3 
p + 2a—7 
p — 2a—3 



P+2a+4b+l 
p—2a—3 
p — 2a — 3 
p+2a — 46+1 



p — 6a + l 
p+2a — ^46+1 
p + 2a — 7 



p+2a+4b+l \p — 2a — 3 



p+2a—4b+i 
p+2a+4b+l 
p — 2a—3 



21. 

Postquam problema nostrum soluimus, ad disquisttionem prin- 
cipalem reuertimur» determinalionem completam complexus, ad 
quem numerus 2 pertinet, iam aggressuri. 

I. Quoties p est formae 8 /^ + 1 > iam constat, numerum 2 vel 
in complexu ji vel in complexu C inueniri. In casu priori facile 

D 2 



• 
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perspicitur» etiam nnmeros' |(/)— -l), |(/>4*1) ^^ ^ pertinere, in 
posteriori vero ad C. lam perpendamus, si a et ce -f- 1 sint nume- 
ri contigui complexus A% etiam p — CL — 1, p—^a tales numeros 
esse, siue, quod idem est» numeros complexus A tales» quos se- 
quatur numerus ex eodem complexu» binos semper associatos esse, 
{ct et p — 1 — a)« Talium itaque numerornm multitudo, (00)f sem- 
per erit par» nisi quis exstat sibi ipse associatus, i.e. nisi }(/> — 1) 
ad j4 pertinet, in quo casu multitudo illa impar erit» Hinc coK 
ligimus, (00) imparem esse, quoties 2 ad coniplexum ^» parem 
vero, quoties 2 cid C pertineat. Sed habetaus 

16(00) = aa + bb — 6a — ±± 

siue statuendo a = 4q + ±9 6 = 4r (v. art. 14)» 

(00) = qq — q + rr — 1 

Quoniam igitur qq — q manifesto semper par est, (00) impar erit 
vel par, prout r par est vel impar, adeoque 2 vel ad A vel ad C 
pertinebit, prout b est vel formae 8^ vel formae 8^ + 4« Quod 
est ipsum tbeorema, in art. 14 per inductionem inuentum* 

II. .Sed etiam casum alterum, vbi p est formae 8^ + 5» 
aeque complete absoluere licet Numerus 2 bic vel ad £$ vel ad 
D pertinet, perspiciturque f^cile, in casu pjiori |Cp — l) ad jff, 
i(p + 1) adZJ, in casu posteriori autem ^(p — l) adA i{p + l) 
ad B pertinere. lam perpendamus, si /3 sit numerus ex B talis, 
quem sequatur numerus ex Z7, fore etiam numerum p — /3 — 1 ex 
B atque p — /3 ex D, i. e. numeros illius. proprietatis binos asso- 
ciatos semper adesse. Erit itaque illorum multitudo, (13)^ par, 
excepto casu , in quo vnus eorum sUm ipse associatus est, i« e. vbi 
iCp — 1) ad B, ^(p^i) ad i? pertinet; tunc scilicet (13) impar 
erit Hinc colligimus, (13) parem esse, quoties 2 ad Z7, imparem 
vero, quoties 2 ad B. pertineat Sed habemus 

16(13) = aa + bb + 2a + 4b + ± 
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siue statuendo a r= 45f + 1 j 6 = 4r + 2, 

(13) = 95f + g + rr + 2r + 1 

Erit itaque (13) impar, qpioties r par est; contra (13) par eritf 
^oties r est iuipar: vnde colligiuiuss 2 pertinere ad J3^ quoties b 
sit fonnae 8^+ 2f ad D verOf quoties b sit formae 8i^ + 6« 

Summa harum inuestigationum ita enunciari potest: 

Numerus 2 pertinet ad complezum j4, B^ C vel D^ prout 
numerus |6 est formae 4m, 4/w+l, 4/w+2 vel ^'n + ^- 



22. 

In Disquisitionibus Arithmeticis theoriam generalem diuisio- 
nis circulif atque solutionis aequationis x^ — 1 = explicauimuSf 
interque alia docuimus » si /a sit diuisor numeri p — 1$ functionem 

in /i factores ordinis ^^ resolui posse adiumento 

X — 1 /x 

aequationis auxiliaris ofdinis fx. Praeter theoriam generalem hu* 
ius resolutionis simul casus speciales » vbi /i = 2 vel /1 = 3 > i^ 
illo opere p^ 356-358 seorsim considerauimus , aequationemque 
auxiliarem a priori assignare docuimus^ i« e. absque euolutione 
schematis residuorum. minimorum potestatum alicuius radicis pri- 
mitiuae pro modulo p. lam vel nobis non monentibus lectores 
attenti facile percipient hexum arctissimum casus proximi istius 
theoriaef puta pro /x=4» cum inuestigationibus hic in artt. 15*20 
explicatiSf quarum adiumento ille quoque sine difficultate com- 
plete absolui poterit. Sed hanc tractationem ad aliam occasionem 
nobis reseruamuSf ideoque etiam in commentatione praesente dis- 
quisitionem in forma pure arithmetica perlicere maluimuSf theoria 
aequationis ^c'' — 1 = nullo modo immixta. Contra coronidis 
loco adhuc quaedam alia theoremata noua pure arithmetica, cuni 
argumento hactenus pertractato arctissime coniunctBf adiiciemus. 
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m 

23. 

I 

Si potestas (rc* + i)* "" * secundum theorema binomiale 
euoluitur* tres termini aderunt, in quibus exponens ipsius x per 
p — 1 diuisibilis est, puta 



X , Px atque 1 

denotando per P coefBcientem medinm ' 

i(p — i) > l{p—3) . i{p—5) ..... i(p + 3) 

1 • 2 . 3 iip — i) 

Substituendo itaque pro x deinceps numeros 1, 2, 3 p — 1, 

obtinebimus per lemma art, 19 

' SC^r^ + Di^''""'^^ — 2 - P. 
At perpendendo ea quae in art. ±g exposuimus» instiperque, quod 

numeri complexuum Jl, J?, C, />, ad potestatem exponentis |(/? 1) 

euecti congrui sunt , secundum modulum p , numeris -|- 1 , _ ^ 
+ 1,-1 resp. , facile intelligitur fieri 

S (x^ + 1)'''^ ■" '^ = 4(00) - 4:01) + 4(02) - 4(03) 
adeoque per schemata in fine artt. 17, ig tradita 

Gomparatio horum duorum valoram suppeditat elegantissimum theo- 
rema: scilicet habemus 

■P = 2« (mod. /7), 

Denotando cpiatuor producta 

1»2, 3 i(p—i) 

i(P+3) . i(p + 7) . i(p + ii) iip-i) 

5 (P + 1) . i (iJiH- 3) . i (i? + 5) |(j»-l) 

H3;? + l). i(3p+5). ii3p + 9) (p-i) 

• resp. per g, r, s, i, theorema praecedens ita exhibetur: 
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2a = — (moA. p) 

Quum quilibet factorum ipsius q complementum suum ad p babeat 
in /, erit q^t (mod. j?)» cpoties multitudo factorum par est, i. e. 
quoties /7 est forma6 8^^4*1» contra 9 = -* ^» quoties multitudo 
factorum impar est, siue /7 formae 8^4"^* F^i^inde in casu priori 
erit r,= «^ in posteriori r = — s» In vtroque casu erit qr—st^ 
et quum constet» haberi qrst = — 1, crit qqrr = — 1, adeo- 
que qr = ztz /* (mod. p). Combinando Iianc congruentiam cum 
theoremate modo inuento obtinemus rr — :iz 2Qfi et proin, per 
artt. 19. 20 

26 = db rr (mod. p) 

Valde memorabile est, discerptionem numeri p in duo quadrata 

per operationes prorsus directas inueniri posse; scilicet radix qua- 

«• 
drati imparis erit residuum iabsolute minimum ipsius — , radix 

quadrati paris vero residuum absolute minimum ipsius \rr secun- 

»• 
dum modulum p. Expressionem — , cuius valor pro d = 5 fit = li 

2q 

prot valoribus maioribus ipsius /7, ita quoque exhibere licet: 

6. 10> 14- 18 (i^ ~ 3) 

2. 3. 4 3 J(P— 1) 

Sed quum insuper nouerimus , quonam signo affecta prodeat ex hac 

formula radix quadrati imparis» eo scilicet, vt semper liat formae 

4/n-|-i9 attentione perdignum est, quod simile criterium gene- 

rale respectu signi radicis quadrati paris hactenus inueniri npn po- 

tuerit. Quale si quis inueniat, et nobiscum communicet, ma- 

gnam de nobis gratiam feret. Interim J 'c adiungere visum est va- 

lores numerorum a, b , f^ quales pro valoribus ipsius p infra 200 

• r • 

e residuis minimis expressionum — ^ i^S^ ^^ prodeunt. . 
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23 
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113 
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11 
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37 
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157 
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81 
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